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B D H K A C G E I J F M L

概况

• Easy: B D
• Medium-Easy: H K
• Medium: A C G
• Medium-Hard: E I J
• Hard: F M

• Guess: L
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概况

封榜前，各题提交情况如下：
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B. 午餐！

题目大意

给定 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3，通过交换操作使其满足 𝑎1 > 𝑎2 且 𝑎2 < 𝑎3。

• 实际上，充分的交换操作意味着我们可以对序列随意排列。由
𝑎1 > 𝑎2 且 𝑎2 < 𝑎3 可知 𝑎2 是 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 中最小的数。

• 我们可以对 {𝑎1, 𝑎2, 𝑎3} 排序，设排序后的序列为 {𝑏1, 𝑏2, 𝑏3}。只需
要判断是否满足 𝑏1 < 𝑏2 且 𝑏1 < 𝑏3 即可。
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D. 怯战蜥蜴 V

题目大意

给定序列 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛。求 𝑥(1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑛)，使得不存在等于 𝑥 的 𝑎𝑖。

• 只需要判断 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 是否两两不等。如果 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 两两不
等，则无解。

• 否则使用记忆化数组记录没有出现在 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 中的数并输出即
可。

• 时间复杂度 𝑂(𝑛)。
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H. 防线部署

题目大意

找出满足横坐标相等或纵坐标相等的二元组的个数。

• 对于一个给定的横坐标 𝑥𝑡，假设存在 𝑚 个点满足横坐标等于 𝑥𝑡，

那么这个横坐标对答案的贡献即为
𝑚(𝑚 − 1)

2 ；纵坐标同理。

• 实现上使用 std::map 或者直接使用数组统计即可。
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K. ruskal 重构数

题目大意

给定一个数。最多执行一次交换相邻位的操作，最大化结果。

• 把数看成字符串 𝑠，找到最小的 𝑖，使得 𝑠𝑖 < 𝑠𝑖+1，交换 𝑠𝑖 与 𝑠𝑖+1
即可。

• 如果这样的 𝑖 不存在，则不执行任何操作。
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K. ruskal 重构数

证明

首先，如果 𝑠𝑖 ≥ 𝑠𝑖+1，那么交换 𝑠𝑖 与 𝑠𝑖+1 不会使得值更大。
我们设满足 𝑠𝑖 ≥ 𝑠𝑖+1(1 ≤ 𝑖 < 𝑛) 的 𝑖 的个数为 𝑥。

Case 1
如果 𝑥 = 0，显然不执行交换是最优的。

Case 2
如果 𝑥 = 1，我们只需要找到满足 𝑠𝑖 < 𝑠𝑖+1 的 𝑖，并交换 𝑠𝑖 与 𝑠𝑖+1 即
可。
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K. ruskal 重构数

证明

Case 3
如果 𝑥 ≥ 2，则存在 𝑖1, 𝑖2, … , 𝑖𝑥 使得 𝑠𝑖𝑝

< 𝑠𝑖𝑝+1(1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑥)。
我们不妨设 {𝑖𝑝} 是递增的。容易得到，对于所有满足 2 ≤ 𝑝 ≤ 𝑥 的 𝑝，
都有 𝑖1 < 𝑖𝑝。
如果我们交换 𝑠𝑖1

与 𝑠𝑖1+1，那么第 𝑖1 位即为 𝑠𝑖1+1；如果我们交换 𝑠𝑖𝑝

与 𝑠𝑖𝑝+1，那么第 𝑖1 位即为 𝑠𝑖1
。

而 𝑠𝑖1
< 𝑠𝑖1+1。所以最优的方案是交换 𝑠𝑖1

与 𝑠𝑖1+1。

证毕。
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A. 新踏上的旅程

题目大意

选拔分为训练赛和过题情况两个方面的考核。需要分别计算每个选手在
这两个方面的分数。

• 按照题意模拟即可。注意在模拟过程中的精度问题：计算单场训练
赛积分时可以直接使用整型的运算而不是浮点型；计算最高的 𝑘 场
的单场训练赛积分的算术平均值时应先将这 𝑘 场积分求和后再除以
𝑘。

• 时间复杂度 𝑂(𝑛(𝑚 + 𝑘 + 𝑛 log𝑛))。
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C. 怯战蜥蜴 IV

题目大意

𝑞 次询问，每次询问给定 𝑙 与 𝑟，求 min𝑟−1
𝑘=𝑙 { 1

∑𝑘
𝑖=𝑙 𝑎𝑖

+ 1
∑𝑟

𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖
} 的值。

• 注意到： 1
∑𝑘

𝑖=𝑙 𝑎𝑖
+ 1

∑𝑟
𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖

= ∑𝑟
𝑖=𝑙 𝑎𝑖

∑𝑘
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 × ∑𝑟

𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖
• 而对于给定的 𝑙 与 𝑟，∑𝑟

𝑖=𝑙 𝑎𝑖 是固定的，所以我们只需要最大化

∑𝑘
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 × ∑𝑟

𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖。
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C. 怯战蜥蜴 IV

• 又因为 ∑𝑘
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 + ∑𝑟

𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖 = ∑𝑟
𝑖=𝑙 𝑎𝑖，所以 ∣∑𝑘

𝑖=𝑙 𝑎𝑖 − ∑𝑟
𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖∣

越小，∑𝑘
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 × ∑𝑟

𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖 越大。
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C. 怯战蜥蜴 IV

• 又因为 ∑𝑘
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 − ∑𝑟

𝑖=𝑘+1 𝑎𝑖 是随 𝑘 单调的，我们只需要找到 𝑘1 与
𝑘2，使得：

1 ∑𝑘1
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 ≤ ∑𝑟

𝑖=𝑘1+1 𝑎𝑖 且 ∑𝑘1
𝑖=𝑙 𝑎𝑖 − ∑𝑟

𝑖=𝑘1+1 𝑎𝑖 尽可能接近 0
2 ∑𝑘2

𝑖=𝑙 𝑎𝑖 ≥ ∑𝑟
𝑖=𝑘2+1 𝑎𝑖 且 ∑𝑘2

𝑖=𝑙 𝑎𝑖 − ∑𝑟
𝑖=𝑘2+1 𝑎𝑖 尽可能接近 0

并比较选择 𝑘1 与 𝑘2 的结果即可。
• 使用前缀和处理 {𝑎} 的区间和，时间复杂度为

𝑂(𝑛 + 𝑞(log𝑛 + log𝑉 ))。
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G. 喜欢数学的不是波奇酱

题目大意

给定区间 [𝐿, 𝑅]，求出在这个区间内满足所有的相邻位数的差的绝对值
为 1 的数的数量。

• 注意到合法的值域不超过 1018，即：合法的数的长度最多为 19 位。
我们可以枚举出所有满足所有的相邻位数的差的绝对值为 1 的数，
判断是否在给定区间内即可。

• 时间复杂度为 𝑂(9 × 2𝑘)，其中 𝑘 为枚举值域的位数。
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E. 奇思妙想波奇酱

题目大意

对于给定的 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛+𝑘，判断是否存在原序列 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛。

• 设 𝑑𝑝𝑖 表示 𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑖 是否存在对应的原序列。考虑 𝑑𝑝𝑖 可以用
于更新的状态。
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E. 奇思妙想波奇酱

• 如果 𝑑𝑝𝑖 = 1，考虑 𝑑𝑝𝑗(𝑖 + 1 < 𝑗 ≤ 𝑛 + 𝑘)。如果有：

𝑏𝑖+1 =
𝑗

∑
𝑡=𝑖+2

(𝑡 − 𝑖 − 1)2 × 𝑏𝑡

或

𝑏𝑗 =
𝑗−1
∑

𝑡=𝑖+1
(𝑡 − 𝑖)2 × 𝑏𝑡

那么 𝑑𝑝𝑗 = 1。最后只需考虑 𝑑𝑝𝑛+𝑘 的值即可。
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E. 奇思妙想波奇酱

• 注意到 ∑𝑟
𝑖=𝑙(𝑖 − 𝑙 + 1)2 × 𝑎𝑖 ≥ ∑𝑟

𝑖=𝑙(𝑖 − 𝑙 + 1)2。
• 设 𝑥 = 𝑟 − 𝑙 + 1，即划分子段的长度为 𝑥。
• 那么，∑𝑟

𝑖=𝑙(𝑖 − 𝑙 + 1)2 = 𝑥(𝑥 + 1)(2𝑥 + 1)
6 ≤ 108。得到 𝑥 ≤ 669。

• 也就是说，对于给定的 𝑖，在枚举可能更新到的 𝑑𝑝𝑗 时，我们只需
要考虑满足划分子段长度不超过 669 的部分。

• 在实现时，注意题目中给定的序列长度为 𝑛。
• 时间复杂度为 𝑂(669𝑛)。
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I. 多远都要在一起

题目大意

给定一个 𝑛 个点 𝑛 条边的无向连通图。有多次询问，每次询问给定 𝑘，
需要回答是否能够恰好走 𝑘 步，从起点走到终点。

• 首先，一个 𝑛 个点 𝑛 条边的无向连通图是一棵基环树。
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I. 多远都要在一起

• 分析从起点到终点最短路径的长度。如果从起点到终点的最短路径
的长度大于 𝑘，答案一定是否定的。

• 否则，分以下几种情况考虑。
1 环的长度为偶数
2 环的长度为奇数
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I. 多远都要在一起

Case 1
如果环的长度为偶数，由于不存在奇环，所以如果起点到终点的最短路
径长度奇偶性与 𝑘 不同，答案一定是否定的。

Case 2
如果环的长度为奇数，由于存在奇环，所以从起点到终点，在环上的两
条路径长度一定是一奇一偶。其中一定存在一条路径，可以使得从起点
到终点的路径长度奇偶性与 𝑘 相同。

• 如果 𝑘 大于我们当前选择的路径长度且两者奇偶性相同，我们可以
通过重复走某一条边的方式使得走过的路径长度恰好等于 𝑘。
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I. 多远都要在一起

• 此外，需要注意起点和终点在基环树上同一棵树的情况。这种情况
需要使用 LCA 计算最短路径。
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J. 技能树

题目大意

给定一棵以 1 号节点为根的技能树，每个节点有一个战力值。点亮一个
节点需要满足其父节点已被点亮（根节点可直接点亮），且每点亮一个
节点消耗 1 金币。点亮某个节点获得的战斗力是该节点到根路径上所有
节点战力值排序后的中位数。求使用不超过 𝑚 枚金币时能获得的最大
战斗力。

注意

本题中位数定义与标准的中位数定义略有不同。
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J. 技能树

• 首先，我们可以预处理每个节点可以贡献的战斗力。我们只需要使
用 dfs 遍历一遍整棵树，维护一棵权值线段树。

• 在访问到一个节点时，将这个节点对应的战力值插入权值线段树，
在回溯时删除即可。
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J. 技能树

• 接下来，我们定义 𝑑𝑝𝑢,𝑘 表示在以 𝑢 为根的子树中选 𝑘 个节点能获
得的最大战斗力。

• 对于 𝑢 的每个子节点 𝑣，我们有：

𝑑𝑝𝑢,𝑖+𝑗 = max
𝑣

{𝑑𝑝𝑢,𝑖 + 𝑑𝑝𝑣,𝑗}

• 其中，对于每个 𝑢，我们初始化 𝑑𝑝𝑢,1 = 𝑣𝑢，即只选择 𝑢 获得的战
斗力。

• 在这个过程中，我们相当于对每个节点 𝑢 保证选取自己，然后对其
子节点进行 0-1 背包。最后答案即为 max

𝑘
{𝑑𝑝𝑢,𝑘}。

• 时间复杂度为 𝑂(𝑛 log𝑛 + 𝑛𝑚)。
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F. 不喜欢数学的波奇酱

题目大意

定义 𝐵𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑣) = d(gcd(𝑥, 𝑦))[d(gcd(𝑥,𝑦))≤𝑣]，求 ∏𝑛
𝑖=1 ∏𝑚

𝑗=1 𝐵𝑞(𝑖, 𝑗, 𝑣)。

我们有：

𝑛
∏
𝑖=1

𝑚
∏
𝑗=1

d(gcd(𝑖, 𝑗)) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑚
∏
𝑗=1

d(𝑥) [gcd(𝑖, 𝑗) = 𝑥]

=
min(𝑛,𝑚)

∏
𝑥=1

d(𝑥)∑𝑛
𝑖=1 ∑𝑚

𝑗=1[gcd(𝑖,𝑗)=𝑥].
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F. 不喜欢数学的波奇酱

考虑指数部分：

𝑛
∑
𝑖=1

𝑚
∑
𝑗=1

[gcd(𝑖, 𝑗) = 𝑥] =
⌊ 𝑛

𝑥 ⌋
∑
𝑖=1

⌊ 𝑚
𝑥 ⌋

∑
𝑗=1

[gcd(𝑖, 𝑗) = 1]

=
⌊ 𝑛

𝑥 ⌋
∑
𝑖=1

⌊ 𝑚
𝑥 ⌋

∑
𝑗=1

min(⌊ 𝑛
𝑥 ⌋,⌊ 𝑚

𝑥 ⌋)
∑
𝑘=1

𝜇(𝑘)[𝑘 ∣ 𝑖][𝑘 ∣ 𝑗]

=
min(⌊ 𝑛

𝑥 ⌋,⌊ 𝑚
𝑥 ⌋)

∑
𝑘=1

𝜇(𝑘)
⌊ 𝑛

𝑥 ⌋
∑
𝑖=1

[𝑘 ∣ 𝑖]
⌊ 𝑚

𝑥 ⌋
∑
𝑗=1

[𝑘 ∣ 𝑗]

=
min(⌊ 𝑛

𝑥 ⌋,⌊ 𝑚
𝑥 ⌋)

∑
𝑘=1

𝜇(𝑘) ⌊ 𝑛
𝑘𝑥⌋ ⌊ 𝑚

𝑘𝑥⌋ .

华中农业大学出题组 题解 2025.4.13 26 / 59



B D H K A C G E I J F M L

F. 不喜欢数学的波奇酱

令 𝑘𝑥 = 𝑇，则 𝑘 = 𝑇
𝑥，我们有：

min(⌊ 𝑛
𝑥 ⌋,⌊ 𝑚

𝑥 ⌋)
∑
𝑘=1

𝜇(𝑘) ⌊ 𝑛
𝑘𝑥⌋ ⌊ 𝑚

𝑘𝑥⌋ = ∑
𝑇 ∣𝑥

𝑇 ≤min(𝑛,𝑚)

𝜇(𝑇
𝑥 )⌊ 𝑛

𝑇 ⌋⌊𝑚
𝑇 ⌋
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F. 不喜欢数学的波奇酱

进而：

min(𝑛,𝑚)
∏
𝑥=1

d(𝑥)∑𝑛
𝑖=1 ∑𝑚

𝑗=1[gcd(𝑖,𝑗)=𝑥] =
min(𝑛,𝑚)

∏
𝑥=1

d(𝑥)
∑
𝑇∣𝑥

𝑇≤min(𝑛,𝑚)

⌊ 𝑛
𝑇 ⌋⌊ 𝑚

𝑇 ⌋

=
min(𝑛,𝑚)

∏
𝑥=1

∏
𝑇 ∣𝑥

𝑇 ≤min(𝑛,𝑚)

d(𝑥)𝜇( 𝑇
𝑥 )⌊ 𝑛

𝑇 ⌋⌊ 𝑚
𝑇 ⌋

= ∏
𝑇 ∣𝑥

𝑇 ≤min(𝑛,𝑚)

⎛⎜
⎝

min(𝑛,𝑚)
∏
𝑥=1

d(𝑥)𝜇( 𝑇
𝑥 )⎞⎟

⎠

⌊ 𝑛
𝑇 ⌋⌊ 𝑚

𝑇 ⌋

.
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F. 不喜欢数学的波奇酱

也就是说：

𝑛
∏
𝑖=1

𝑚
∏
𝑗=1

d(gcd(𝑖, 𝑗)) = ∏
𝑇 ∣𝑥

𝑇 ≤min(𝑛,𝑚)

⎛⎜
⎝

min(𝑛,𝑚)
∏
𝑥=1

d(𝑥)𝜇( 𝑇
𝑥 )⎞⎟

⎠

⌊ 𝑛
𝑇 ⌋⌊ 𝑚

𝑇 ⌋

华中农业大学出题组 题解 2025.4.13 29 / 59



B D H K A C G E I J F M L

F. 不喜欢数学的波奇酱

• 不妨令 𝐹(𝑇 ) =
min(𝑛,𝑚)

∏
𝑥=1

d(𝑥)𝜇( 𝑇
𝑥 ) = ∏

𝑥∣𝑇
d(𝑥)𝜇( 𝑇

𝑥 )。

• 对于任意 𝑥，只有当 d(𝑥) ≤ 𝑣 时，d(𝑥) 才可能对 𝐹(𝑇 ) 产生贡献。
• 考虑将 𝑞 次询问离线并按 𝑣 进行升序排序，
• 记 𝑞 次询问为 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑞。考虑 𝑣 的取值对 𝐹(𝑇 ) 的影响，记这 𝑞
次询问对应的 𝐹(𝑇 ) 分别为 𝐹1(𝑇 ), 𝐹2(𝑇 ), … , 𝐹𝑞(𝑇 )。
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• 在所有询问前，𝐹𝑖(𝑇 ) = 1(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑞)。
• 在第 𝑖 次询问结束后，对于所有正整数 𝑥，如果 𝑣𝑖 < d(𝑥) ≤ 𝑣𝑖+1，
那么对于所有的 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑞，都有 𝐹𝑗(𝑇 ) ← 𝐹𝑗(𝑇 ) × d(𝑥)𝜇( 𝑇

𝑥 )，可以
使用树状数组维护。

• 维护完毕 𝐹(𝑇 ) 后，使用数论分块计算答案即可。
• 时间复杂度为 𝑂(𝑞√𝑛(log(𝑉 ) + log(𝑛)) + 𝑛 log2 𝑛)，其中 𝑉 为模数
的大小。
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题目大意

给定一棵树，维护树上的染色与查询操作。

• 因为 𝑖 × 𝑗
lcm(𝑖, 𝑗) = gcd(𝑖, 𝑗)，所以

lcm2(𝑖, 𝑗) − (𝑖 + 𝑗) × lcm(𝑖, 𝑗) = 𝑖 × 𝑗
等价于

lcm(𝑖, 𝑗) = 𝑖 + 𝑗 + gcd(𝑖, 𝑗)
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• 不妨设 𝑖 ≤ 𝑗。当 𝑖 = 𝑗 时，等式显然不成立。
• 当 𝑖 < 𝑗 时，有 1 ≤ gcd(𝑖, 𝑗) ≤ 𝑖 < 𝑗，所以：

𝑗 < 𝑖 + 𝑗 + gcd(𝑖, 𝑗) < 3 × 𝑗

• 又因为 𝑖 + 𝑗 + gcd(𝑖, 𝑗) = lcm(𝑖, 𝑗)，所以一定有：

𝑗 ∣ 𝑖 + 𝑗 + gcd(𝑖, 𝑗)

• 于是 𝑖 + 𝑗 + gcd(𝑖, 𝑗) = 2 × 𝑗。
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• 进而：
𝑖 × 𝑗

gcd(𝑖, 𝑗) = lcm(𝑖, 𝑗) = 𝑖 + 𝑗 + gcd(𝑖, 𝑗) = 2 × 𝑗

于是：
𝑖 = 2 × gcd(𝑖, 𝑗)

𝑗 = 3 × gcd(𝑖, 𝑗)

所以
𝑖
𝑗 = 2

3。
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定义：最大连通集

定义满足以下条件的非空集合 𝑆 为最大连通集：
1 对于 S 中的任意两个不相等的元素 𝑖, 𝑗(𝑖 < 𝑗)，存在正整数 𝑝，使得

𝑖 × 3𝑝 = 𝑗 × 2𝑝。

2 任取不大于 𝑛 的正整数 𝑥，如果存在 𝑆 中的不等于 𝑥 的元素 𝑦 和
正整数 𝑝，使得 𝑥 × 3𝑝 = 𝑦 × 2𝑝，那么一定有 𝑥 ∈ 𝑆。

• 举例：对于 𝑛 = 100，𝑆 = {8, 12, 18, 27} 是一个最大连通集。而
{8, 12, 18, 27, 30} 与 {12, 18, 27} 都不是。
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• 根据题意，在波奇酱召唤波奇精灵对编号为 𝑖 的区域施加染色魔法
时，编号与 𝑖 在同一最大连通集内的区域同样会被施加染色魔法。

• 于是，我们可以预处理出所有的最大连通集。
• 显然单个最大连通集的大小一定是对数级别的。接下来，我们可以
将操作 1 视为多次修改树上节点权值。

• 我们只需要考虑如何动态维护树上最大权独立集，使用 ddp 维护即
可。
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L. 贪心的世界

题目大意

初始状态下有 𝑘 − 1 个 𝑥 和 1 个 𝑦。每次可以取出两个数，并将它们各
自变为这两个数的平均值后放回。最小化最终状态所有数的值。

• 当 𝑥, 𝑦 满足 0 ≤ 𝑦 − 𝑥 ≤ 2𝑘−1 − 1 时，答案为 𝑥 。
• 当 𝑥, 𝑦 满足 2𝑘−1 ≤ 𝑦 − 𝑥 ≤ 2𝑘 − 1 时，答案为 𝑥 + 1 。
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证明

设题述原序列为 𝐴 ，有 𝐴1 = 𝑦, 𝐴2 = 𝐴3 = ⋯ = 𝐴𝑘 = 𝑥，记最后的答
案为 𝑠0。
现有一段长度为 𝑘 的序列 𝑎 ，有 𝑎1 = 𝑦 − 𝑥, 𝑎2 = 𝑎3 = … = 𝑎𝑘 = 0，记
对此序列按题意操作若干次后得到的答案为 𝑠1。我们有结论：
𝑠0 = 𝑠1 + 𝑥。
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证明

引理

1 引理 1：对于任意正整数 𝑎, 𝑏, 𝑐，有 ⌊ (𝑎+𝑐)+(𝑏+𝑐)
2 ⌋ = ⌊𝑎+𝑏

2 ⌋ + 𝑐
2 引理 2：对于任意正整数 𝑡 ，有 ⌊ ⌊ 𝑡

2 ⌋
2 ⌋ = ⌊ 𝑡

4⌋
引理显然。
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结论 𝑠0 = 𝑠1 + 𝑥 证明
先证明结论：𝑠0 = 𝑠1 + 𝑥。
设 𝑥, 𝑦 为任意整数。
对于长度为 2 的序列 𝐴 {𝑦, 𝑥} 与序列 𝐵 {𝑦 − 𝑥, 0}，对于序列 𝐴 经过且
仅经过一次操作后即可获得最终答案 𝑠1 = ⌊𝑦+𝑥

2 ⌋ = ⌊ (𝑦−𝑥+𝑥)+(0+𝑥)
2 ⌋，根

据引理 1，可得: 𝑠1 = ⌊𝑦−𝑥
2 ⌋ + 𝑥。而对于序列 𝐵，经过且经过一次操作

后同样可以得到最终答案: 𝑠2 = ⌊𝑦−𝑥
2 ⌋ 。对比两式，我们不难发现

𝑠1 = 𝑠2 + 𝑥 ，结论成立。
我们假设对于长度为 𝑘 的序列 𝐴 { 𝑦, 𝑥, 𝑥, … , 𝑥} 与序列 𝐵 {
𝑦 − 𝑥, 0, 0, … , 0 }，两者经过若干次操作后得到的最终答案为 𝑠1 与 𝑠2 ，
满足 𝑠1 = 𝑠2 + 𝑥 。
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结论 𝑠0 = 𝑠1 + 𝑥 证明
现考虑长度 𝑘 + 1 的序列 𝐴 { 𝑦, 𝑥, 𝑥, … , 𝑥} 与序列 𝐵 { 𝑦 − 𝑥, 0, 0, … , 0
}，根据假设前提，对于序列 𝐴、𝐵 的前 𝑘 项，我们可以通过若干次操
作使得两个序列分别变为 { 𝑠1, 𝑠1, 𝑠1, … , 𝑠1, 𝑥} 与 { 𝑠2, 𝑠2, 𝑠2, … , 𝑠2, 0 }，
其中 𝑠1 = 𝑠2 + 𝑥。我们会发现对于序列 𝐴 的任意一次操作（不妨假设
当前操作的下标为 𝑖, 𝑗，即将 𝐴𝑖 与 𝐴𝑗 转化为 ⌊𝐴𝑖+𝐴𝑗

2 ⌋），我们都可以在
序列 𝐵 中选择同样的两个下标 𝑖, 𝑗 进行操作（即将 𝐵𝑖 与 𝐵𝑗 转化为

⌊𝐵𝑖+𝐵𝑗
2 ⌋）。可以发现，总存在 ⌊𝐴𝑖+𝐴𝑗

2 ⌋ = ⌊𝐵𝑖+𝐵𝑗
2 ⌋ + 𝑥。所以对于序列 𝐴

，𝐵 得到的最终答案 𝑆1, 𝑆2 ，满足 𝑆1 = 𝑆2 + 𝑥 。
结论 𝑠0 = 𝑠1 + 𝑥 证毕。
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证明

回到原题，我们将问题转化为对于序列 𝑎 { 𝑦 − 𝑥, 0, 0, … , 0 }，我们令
𝑡 = 𝑦 − 𝑥。
开始时，我们贪心地将最小的非零整数与序列中 0 (如果存在) 进行操
作，可以证明，这样做可以使得最终答案最小。
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证明

旁证：最优策略

在此之前，我们需要理解序列中 0 所起到的作用。
在任意操作过程中，设当前最小正整数为 𝑥1，如果我们选择任意两个正
整数进行操作（不妨设此时对 𝑎𝑖 与 𝑎𝑗 进行操作，其中 𝑖 < 𝑗），得到：

𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 = ⌊𝑎𝑖 + 𝑎𝑗
2 ⌋

会发现此时新的最小正整数 𝑥2 满足 𝑥2 ≥ 𝑥1。
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证明

旁证：最优策略

原因是此时 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ≥ 𝑥1，所以：

⌊𝑎𝑖 + 𝑎𝑗
2 ⌋ ≥ ⌊𝑥1 + 𝑥1

2 ⌋ = 𝑥1
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证明

旁证：最优策略

而如果选择 𝑎𝑖 = 𝑥1, 𝑎𝑗 = 0，操作后：

𝑎𝑖 = 𝑎𝑗 = ⌊𝑥1 + 0
2 ⌋ < 𝑥1

换言之，只有选择当前最小正整数和 0 进行操作时，才可能使得序列中
最小正整数变得更小。
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证明

构造与反证

设初始序列为 𝑎 = {𝑡, 0, 0, … , 0}，共 𝑘 项。若我们按照上述策略连续执
行 𝑚 次操作（1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘 − 1），则序列状态如下：

𝑎1 = ⌊ 𝑡
2⌋ , 𝑎2 = ⌊ 𝑡

22 ⌋ , … , 𝑎𝑚 = 𝑎𝑚+1 = ⌊ 𝑡
2𝑚 ⌋ , 0, 0, …
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证明

构造与反证

我们使用反证法：
若第 𝑚 + 1 次操作不按策略（即不选 𝑎𝑚+1, 𝑎𝑚+2），而是选择 𝑎𝑚−1 与
𝑎𝑚+2：

𝑎𝑚−1 = 𝑎𝑚+2 = ⌊⌊ 𝑡
2𝑚−1 ⌋ + 0

2 ⌋ = ⌊ 𝑡
2𝑚 ⌋
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证明

构造与反证

此时有：
𝑎𝑚−1 = 𝑎𝑚 = 𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚+2

即本轮操作没有减小最小正整数。
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证明

构造与反证

若仍按原策略选 𝑎𝑚+1 与 𝑎𝑚+2，有：

𝑎𝑚+1 = 𝑎𝑚+2 = ⌊⌊ 𝑡
2𝑚 ⌋ + 0

2 ⌋ = ⌊ 𝑡
2𝑚+1 ⌋

此时：

2 × ⌊ 𝑡
2𝑚+1 ⌋ ≤ ⌊ 𝑡

2𝑚 ⌋

即最小正整数被减小，原策略更优。若选更早位置如 𝑎𝑘 与 𝑎𝑚+2，结论
相同。
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证明

待序列中不存在 0 时，该序列应形如：

𝑎1 = ⌊ 𝑡
2𝑘−1 ⌋, 𝑎2 = ⌊ 𝑡

2𝑘−1 ⌋, 𝑎3 = ⌊ 𝑡
2𝑘−2 ⌋, … , 𝑎𝑘−1 = ⌊ 𝑡

22 ⌋, 𝑎𝑘 = ⌊ 𝑡
2⌋

根据题意，有: 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑘 − 1 ，我们进行如下分类讨论:
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证明

Case 1
回到原题，当 𝑡 满足 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑘−1 − 1 时：
由于 𝑡 ≤ 2𝑘−1 − 1 < 2𝑘−1 ，则 𝑎1 = 𝑎2 = ⌊ 𝑡

2𝑘−1 ⌋ = 0 恒成立。
且由于 𝑡 < 2𝑘−1，不等式两边同除以 2𝑘−2，得到

⌊ 𝑡
2𝑘−2 ⌋ < ⌊2𝑘−1

2𝑘−2 ⌋ = 2.

又因为 ⌊ 𝑡
2𝑘−2 ⌋ ∈ ℕ，所以有

⌊ 𝑡
2𝑘−2 ⌋ ≤ 1,
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证明

Case 1
即 𝑎3 ≤ 1。由此推论可知，我们可以在不超过 1 次操作的情况下，使得
𝑎3 = 0。
之后，对于 𝑎4 = ⌊ 𝑡

2𝑘−3 ⌋，我们可以经过一次操作使得

𝑎3 = 𝑎4 = ⌊𝑎3 + 𝑎4
2 ⌋ = ⌊0 + ⌊ 𝑡

2𝑘−3 ⌋
2 ⌋.

由引理 2 得：
𝑎3 = 𝑎4 = ⌊ 𝑡

2𝑘−2 ⌋ ≤ 1.
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证明

Case 1
我们再将 𝑎1 = 0 与 𝑎3, 𝑎4 分别进行操作，可以使得 𝑎3 = 𝑎4 = 0。
以此类推，我们最终可以使得整个序列 𝑎 的所有元素均变为 0。
由上述结论得，原序列 𝐴 的最终答案为 𝑥。
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证明

Case 2
当 𝑡 满足 2𝑘−1 ≤ 𝑡 ≤ 2𝑘 − 1 时：
对于形如 ⌊ 𝑡

2𝑚 ⌋ 的表达式（其中 1 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘 − 1），均有：

2𝑘−𝑚−1 ≤ ⌊ 𝑡
2𝑚 ⌋ ≤ ⌊2𝑘 − 1

2𝑚 ⌋ < 2𝑘−𝑚,

即：

2𝑘−𝑚−1 ≤ ⌊ 𝑡
2𝑚 ⌋ ≤ 2𝑘−𝑚 − 1.
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证明

Case 2
我们考虑两种极端情况：
情况一：当所有 ⌊ 𝑡

2𝑚 ⌋ = 2𝑘−𝑚 − 1 时，设当前序列的最终答案为 𝑠1，并
构造一个新序列 𝑏，使得 𝑏𝑖 = 𝑎𝑖 + 1 = 2𝑘−𝑚。记 𝑏 的最终答案为 𝑠2，则
有：

𝑠2 = 𝑠1 + 1.
根据构造，序列 𝑏 形如：

𝑏1 = 2, 𝑏2 = 2, 𝑏3 = 4, … , 𝑏𝑘 = 2𝑘−1.
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证明

Case 2
对 𝑏2, 𝑏3 进行操作：

𝑏2 = 𝑏3 = ⌊𝑏2 + 𝑏3
2 ⌋ = ⌊2 + 4

2 ⌋ = 3,

然后将 𝑏1 与 𝑏2, 𝑏3 分别操作，可使得 𝑏2 = 𝑏3 = 2。以此类推，最终序列
𝑏 中所有元素均变为 2，即 𝑠2 = 2。因此有：

𝑠1 = 1, 𝑠0 = 𝑠1 + 𝑥 = 𝑥 + 1.
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证明

Case 2
情况二：当所有 ⌊ 𝑡

2𝑚 ⌋ = 2𝑘−𝑚−1 时，序列 𝑎 形如：

𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, 𝑎3 = 2, … , 𝑎𝑘 = 2𝑘−2.

对 𝑎2, 𝑎3 进行操作：

𝑎2 = 𝑎3 = ⌊1 + 2
2 ⌋ = 1,

以此类推，最终所有元素都变为 1，即 𝑠1 = 1，从而：

𝑠0 = 𝑠1 + 𝑥 = 𝑥 + 1.
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证明

Case 2
一般情况：由于序列 𝑎 的最终答案 𝑠1 应在两种极端之间，且这两种情
况都得到 𝑠1 = 1，所以一般情况也有：

𝑠1 = 1, 𝑠0 = 𝑥 + 1.
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证明

综上，我们有结论：

• 当 𝑥, 𝑦 满足 0 ≤ 𝑦 − 𝑥 ≤ 2𝑘−1 − 1 时，答案为 𝑥 。
• 当 𝑥, 𝑦 满足 2𝑘−1 ≤ 𝑦 − 𝑥 ≤ 2𝑘 − 1 时，答案为 𝑥 + 1 。
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