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Problem A. 军军军训训训 I
可以证明当 k > 13 时无解。

首先，如果把人都集中在一个角落后，那么最多只有 4 种本质不同的方案；同时，对于一个角落来说，
最多只有两种方案（如对于左上角而言，上左、左上可能是不一样的）。只操作一次有 4 个方向。一次
都不操作有一种。因此最多只有 4× 2 + 4 + 1 = 13 种方案。

对于 k = 1 ∼ 13 分别考虑。通过打表可以发现只有 k = 8, 10, 12 是一定不行的。

首先可以特判掉 n = 1 或 m = 1 的情况。

对于 n,m ≥ 3 的情况（对于 n = 2 或 m = 2 也是类似分类，但需要注意无解的情况），通过打表/人工
构造解决：

• k = 1：全部填满即可；

• k = 2：第一行或第一列不填；

• k = 3：某不相邻的两行/两列不填；

• k = 4：只填 (1, 1) 即可。

• k = 5：

通过分析可以发现，在 k = 5 时合法必须满足进行了任意一次操作后，再进行另一个方向的任何
操作都将没有意义（即所有的行的个数相等、所有的列的个数相等）。

设 Ai 表示行 i 的个数、Bj 表示列 j 的个数。加入一个点相当于给某 Ai, Bj 同时加 1，最后要使
得所有的 Ai 相等、所有的 Bj 相等。那么显然人数为 lcm(n,m) 的倍数。而当 lcm(n,m) = nm
时，就必须填满，此时是不合法的。

因此，在 k = 5 时，当且仅当 (n,m) 6= 1 有解。

构造方法如下：

n=6, m=8 n=6, m=9
*-*-*-*- *--*--*--
-*-*-*-* -*--*--*-
*-*-*-*- --*--*--*
-*-*-*-* *--*--*--
*-*-*-*- -*--*--*-
-*-*-*-* --*--*--*

• k = 6: 只填 (1, 2) 或 (2, 1) 即可。

-*-
---
---

• k = 7：

-*****
*-----
------

• k = 9：只填 (2, 2)；

• k = 11：填 (1, 2), (2, 1), (1, 4)。

• k = 13：只填 (1, 3), (3, 1) 即可。
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Problem B. 军军军训训训 II
结论：只要按照大小顺序排，那么不不不整整整齐齐齐度度度就会最小。

证明：

首先，不妨设 ai 互不相同（如果相同则考虑给每个数加上一个很小的随机数，或者说随便给一个顺
序）。

题目要求
∑n

l=1

∑n
r=l max (al, · · · , ar)−min (al, · · · , ar) 最小，那么可以将上述限制转换为：

1. Minimizea
∑n

l=1

∑n
r=l max (al, · · · , ar)

2. Maximizea
∑n

l=1

∑n
r=l min (al, · · · , ar)

这两种情况本质上是一种。考虑取 ai 的相反数，改写第二种情况：

1. Minimizea
∑n

l=1

∑n
r=l max (al, · · · , ar)

2. Minimizea
∑n

l=1

∑n
r=l max (−al, · · · ,−ar)

下面证明，如果要取到
∑n

l=1

∑n
r=l max (al, · · · , ar) 的最小值，那么 a 中的最大值一定在 1 或者 n。

考虑如何计算这个值。考虑对于每个位置 i，找到左边第一个比他大的位置 li、右边第一个比他大的位
置 ri，那么，就可以算出一个位置的管管管辖辖辖范范范围围围，答案即为 cost =

∑n
i=1 ai × (i− li + 1) · (ri − i + 1)，其

中管管管辖辖辖范范范围围围为 hi = (i− li + 1) · (ri − i + 1)。

那么如果最大值所在位置不在 1 或者 n，将其移至 1 或 n 后，最大值的管管管辖辖辖范范范围围围将会变成 n，其余位
置的管管管辖辖辖范范范围围围是不减的。那么 cost 的变化量就是将最大值的管管管辖辖辖范范范围围围分一些给其他位置，显然是更小
的。

因此，要使得
∑n

l=1

∑n
r=l max (al, · · · , ar) 最小，那么 a 中的最大值一定在 1 或者 n。将这个结论带入

至两个限制中，归纳一下就可以得出结论。

因此，将数组顺序或者倒序排序即可，答案可以直接暴力或 O(n) 计算。对于方案数，统计一下每个数
的出现次数 cnti，那么方案数就是 2

∏
cnti!。特别地，当所有数都一样的时候，答案为 n!。

Problem C. 种种种树树树

DP 做做做法法法

考虑树形 DP，对于一个子树而言，最多可能有 4 种情况：贡献 1 个给父亲、不需要父亲贡献、父亲贡
献 1 个给该子树、父亲贡献 2 个给该子树。

那么，设 fu,−1/0/1/2 分别表示子树 u 对应的这些情况。转移时考虑枚举 u 所有儿子 v 的情况，注意一

下 u 自己本身是否已经种上树、以及两个 fv1,1、fv2,1 可以合并（即使用一次操作完成）的情况即可。
实现细节可能较多。

贪贪贪心心心做做做法法法

对于一次操作，最多完成两个未完成的节点。

对于一个大小为 siz 的子树，且只有根节点完成了，那么一共需要
⌊
siz
2

⌋
次操作。

对子树根节点是否完成进行分类讨论：

• 如果根节点已经完成了，那么这个子树对根节点父亲的贡献就有两种情况：用最少次数做完子树
时，是否存在多余的、且对子树根节点的父亲有贡献的操作。
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• 如果根节点没有完成，则直接将 siz 向上传递。直到遇到一个已经完成的祖先，在那个祖先中对
siz 进行统计即可。

总的时间复杂度为 O(n)。

Problem D. 编编编码码码器器器-解解解码码码器器器
如果求的是一个字符串 S 在 T 中出现次数，那么可以使用矩阵乘法去做。具体地，设 Aj,k 表示某个串
匹配 S[j, k]的方案数。那么一个字符 c的贡献就可以用一个矩阵 Fc表示。最终求得 FS1×FS2×· · ·×FSn

即可求出答案。

那么对于本题，也可以使用类似做法，记 Gi 表示 S′i 所表示的矩阵，那么有 Gi = Gi−1 × FSi ×Gi−1。
直接递推即可。

时间复杂度为 O(|T ||S|3)。

Problem E. 随随随机机机过过过程程程
对于最大节点数，考虑贪心。考虑深度为 i 的节点最多能有多少个。那么如果 26i ≤ n，贡献为 26i；否
则贡献为 n。

枚举所有的层，则答案为：
m∑
i=0

min
(
n, 26i

)
对于期望节点数，显然每一层中所有节点出现在 Trie 中的期望是一样的。考虑计算第 i 层某个特定点出
现的概率，然后最后乘上总个数并求和即可。对于第 i 层某个节点，其不出现的概率为

(
1− 1

26i

)n
。

因此答案为：
m∑
i=0

[
1−

(
1− 1

26i

)n]
26i

Problem F. 包包包子子子鸡鸡鸡蛋蛋蛋 III
考虑一个字符串什么时候是好吃的。考虑任意一个只包含 e 和 g 的好吃的串，可以先把前导 g 和后置 e
删除，然后再把倒数两个 g 中间的 e 删掉（只保留有用的 e），那么这个串的长度是 O(m) 级别的。

例如，对于串 gee*g*ege*eg*e*，保留有用的 e 和 g 后，变为 eegegg。

对于 [l, r] 来说，如果是好吃的，那么有唯一一个上述的串 a，满足 a 为 s[l, r] 的子序列。在这个子序列
的左侧可以放 g 和其他字符、右侧可以放 e 和其他字符，中间可以放除了 e 和 g 之外的字符，倒数两
个 g 中间也可以放 e 字符：

记 fn 表示一个长度为 n 的字符串好吃的概率，则答案为
∑n

i=1 fi(n− i + 1)。

假设一共有 cnt 个上述的字符串 a1, · · · , acnt，并设每个串的出现概率为 P1, · · · , Pcnt。

枚举是哪个串 i 出现在区间里，该串第一个字符（一定是 e）到倒数第二个字符（一定是 g） 的长度为
m，第一个字符前的长度为 l，有：
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fn =
cnt∑
i=1

Pi

n∑
m=|ai|−1

(
n−m−1∑

l=0

(1− pe)
l(1− pg)n−m−l−1 × (n−m− l)× pg

)
×
(
m− 2

|ai| − 3

)
×(1−pg−pe)m−|ai|

fn =

n∑
m=1

(
n−m−1∑

l=0

(1− pe)
l(1− pg)n−m−l−1 × (n−m− l)× pg

)
×

(
cnt∑
i=1

Pi

(
m− 2

|ai| − 3

)
× (1− pg − pe)

m−|ai|

)

可以发现，乘法左侧只和 n−m 有关，可以通过递推或卷积算出；右侧只和 m，以及每个串的长度和概
率有关。因此若可以算出只保留有用 e 和 g 的情况下，长度为 i 的串出现概率之和，记为 gi。上式右侧
即可通过 gi 卷积算出，最后再卷积算出 f 即可。

g 可以 dp 解决。设 dpi,j,k 表示考虑长度为 i 的串，目前有 j 个 g 时，一共 k 个 egg 的方案数。转移枚
举选 e 或选 g 即可。

总时间复杂度 O(m2.5 + n log n)。如果 DP 部分实现的不好，O(m3) 的 DP 应该也是可以通过的。

实际上（采访一路向北后），DP 部分精细实现可达到 O(m2)；对于卷积部分，可以通过组合数学技巧
推式子优化为 O(n)。

Problem G. 疯疯疯狂狂狂星星星期期期六六六
因为 yyq 要尽量多花钱，所以 yyq 的总花费可以首先计算得出，其取决于 yyq 的零花钱以及 yyq 吃的
菜品的价钱和。即 V1 + yyq 吃的菜的总和、a1 的较小值。算出 yyq 的总花费后，即可根据每个人零花
钱的情况和 yyq 的总花费，算出每个人在菜品中最多花多少钱。

计算出以上信息之后，即可建图跑一遍最大流：

• 源点向每一个菜品连容量为菜品费的边；

• 菜品向食用的两个人连容量为菜品费的边；

• 每个人向汇点连容量为每个人最大花费的边。

存在合法解当且仅当最大流等于菜品的总费用。

Problem H. 另另另一一一个个个游游游戏戏戏
首先约定一些表示方式。

opti 表示第 i 回合的技能类型，1 表示攻击技能，2 表示辅助技能。

calc1(l, r) 表示区间 [l, r] 中的攻击技能个数，即
∑r

i=l[opti = 1]

calc2(l, r) 表示区间 [l, r] 中的辅助技能的 ai 之和，即
∑r

i=l[opti = 2]× ai

最终得分的形式为 d× (x× k1 + y × k2)，即 d× x× k1 + d× (n− x)× k2

假如对于 ∀i ∈ [1, n] 能求出，使用 i 次攻击技能的情况下，造成总伤害 di 的最大值，那么相当于有 n 个
点对 (di × i, di × (n− i))。

而 q 次询问即每次给出一个点对 (k1i, k2i)，问其和这 n 个点的点积最大是多少。

考虑点积的几何意义，一个向量在另一个向量上的投影长度 和 另一个向量的长度 的乘积。

那么用一条斜率为 −k1
k2
的点由上往下去切那 n 个点，第一个碰到的点即最优解。可能要特判 k2 = 0。

接下来考虑如何求得 di。
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可以通过观察/打表/大胆猜测等方式得到一个结论。

假设用 i 次攻击的最优解，其使用辅助技能的位置集合为 Si。即 Si = {p|optp = 2}
那么一定存在一个 Si，可以由 Si−1 加上一个元素得到。

也就是说，使初始全部使用攻击技能，然后每次找到替换成辅助技能后，d 的增量最大的位置，将其替
换为辅助技能，一定是最优解。

怎么证明呢？

首先，当 i 从攻击技能变成辅助技能后，其对于 d 的增量为 ai × calc1(i + 1, n)− calc2(1, i− 1)

假设 Si 是根据上文策略选出的辅助技能位置集合，S′i 是另一个不符合上文策略，且能获得更大的 d 的
辅助技能位置集合

找出满足 x ∈ Si, x /∈ S′i 的最小的 x，以及满足 y /∈ Si, y ∈ S′i 的最小的 y，即不在对方策略的，最前辅
助技能的位置

当 x < y 时，则选 x 比选 y 的收益多出：

[ax × calc1(x + 1, n)− calc2(1, x− 1)]− [ay × calc1(y + 1, n)− calc2(1, y − 1)]

= ax × calc1(x + 1, y)− (ay − ax)× calc1(y + 1, n) + calc2(x, y − 1)

首先，若 ax > ay，则式子非负，将 y 换成 x 不劣。

否则，记 ∆ 为 Si 情况下多出的收益，∆′ 为 S′i 情况下多出的收益。

A = ax × calc1(x + 1, y), B = (ay − ax)× calc1(y + 1, n), C = calc2(x, y − 1)。

则 ∆ = A−B + C,∆′ = A′ −B′ + C ′。

由 Si 中选择了 x 而不是 y 可知 ∆ ≥ 0。

由 x, y 的选取方式且 x < y 可知 A ≤ A′, B ≥ B′, C ≤ C ′，即 ∆′ ≥ ∆ ≥ 0

故 S′i 将 y 换成 x 不劣，x > y 时，类似推算可得相同结论。

以此类推，最终 S′i 被替换为 Si，即 Si 更劣的假设不成立，故 Si 即为最优策略的一种。

现在只需要考虑每次怎么找到最优的位置，将其换成辅助技能

观察一下增量的形式 ∆ = ai × calc1(i + 1, n)− calc2(1, i− 1)

不妨考虑分块，记第 i 个块的左右端点分别为 li, ri，将式子变形为：

− calc1(ri + 1, n)× ai + ∆ = − calc2(li, i− 1) + calc1(i + 1, ri)× ai − calc2(1, li − 1)

因此，在每个块内维护 (ai,− calc2(li, i− 1) + calc1(i + 1, ri)× ai) 构成的凸包。

calc1(ri + 1, n) 和 calc2(1, li − 1) 对于同一个块来说是相同的。

calc2(1, li − 1) 仅为整体平移，不影响块内的凸包形状。

calc1(ri + 1, n) 是单调的，故直接用指针在凸包上移动找最优的修改位置即可。

找到全局最优的修改位置 p，将其由攻击技能变成辅助技能后，还要修改其对于其他位置的影响。

对于 i 所在的块，更新每个点的 y 坐标并重新建凸包，对于其他的块，修改 calc1(ri + 1, n) 和
calc2(1, li − 1) 即可。

假设块长为 B，每次找到新的最优位置，并修改的复杂度为 O(B +
n

B
)，

取 B =
√
n，总时间复杂度 O(n

√
n)。

根据赛时提交，出题人发现自己非常 naive，没有意识到 O(n log n) 的做法。
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大概思路应该是，用平衡树维护只有 1 ∼ ai 时，这 i 个回合，由攻击技能变为辅助技能的最优顺序。

然后二分出 ai+1 的插入位置即可。

Problem I. 找找找行行行李李李
有一个很好的性质，先将人和行李排序，如果第 i 个人选了行李 j，则第 i 个人往后的人选 j 以前的行
李，对答案一定是没有贡献的，则有个朴素dp：fi,j,k 表示前 i 个人，最后一个被选的行李是 j，在 j 之
前有 k 个行李还没有被选，则每次转移枚举选哪个行李即可（或者不选）。时间复杂度 O(n4)。

但是并不好优化，换一个思路：令 g(d) 表示答案大于等于 d 的方案数，则答案为
∑∞

d=1 g(d)，因为一个
方案的答案为 x，则会被 g(1) 到 g(x) 分别统计一次。

考虑求一个 g(d)，每个人可以选的行李个数是确定的，就是左边距离他大于等于 d 的行李们，且第 i 个
人能选的行李集合一定是第 i+ 1 个人的子集，则可以dp：fi,j 表示前 i 个人选 j 个行李的方案数，转移
只需要考虑选和不选。时间复杂度 O(n3)。

Problem J. 找找找最最最小小小
先求出两个序列分别的异或和记为 A,B，则修改位置 i 相当于让两者同时异或 ai ⊕ bi，则可以将所有
ai ⊕ bi 构造线性基。接下来从 A,B 的高位往低位考虑，对于一位：

1. 如果都是 1，且线性基这一位有值，则同时异或线性基这一位，都变成 0 肯定更优。

2. 如果都是 0，则不管。

3. 如果一个 1 一个 0，后面肯定让这一位是 1 的尽可能小，0 的不用管，则用线性基贪心即可。如果
这一位线性基有值，那么需要枚举是否异或这个值，两种情况都往下贪一次即可。

时间复杂度为 O(n logw)，其中 w 为值域。

Problem K. 取取取沙沙沙子子子游游游戏戏戏
做法：若 lowbit(n) 小于等于 k ，则先手胜，否则后手胜。

证明：

• 若 lowbit(n) 小于等于 k ， 则先手取 lowbit(n) ，之后后手无论取什么数，先手只需重复后手的取
数即可。

• 若 lowbit(n) 大于 k ， 则先手无论取何数字，取之后的 lowbit 一定小于等于 k ，此时后手必胜。

Problem L. 网网网络络络预预预选选选赛赛赛
直接枚举这连续的两行和两列，然后暴力判断即可。

时间复杂度 O(nm)。
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