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rnm，退钱！

求给定的 n 条记录的和即可。
时间复杂度 O(n)。
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奥术之尘

贪心地考虑，优先选择合成需要奥术之尘最少的卡组。将 Bi

排序后求前缀和，对于每个 Ai 二分前缀和中不大于 Ai 的最后
一个位置。

时间复杂度 O((n + m) log m)。
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更小但是异或之后至少有 x 个 1

首先要保证 b 尽可能接近 a，因此我们要让 b 跟 a 高位相同
的部分尽可能多。假设 a 的从低到高第 x− 1 位（下标从 0 开始）
是 1，那么我们可以让 b 的 x− 1 以上的位都与 a 相同，x− 1 及
以下的位都与 a 不同，这样得到的 b 显然就是答案。否则，如果
a 的第 x − 1 位是 0，那么如果像上面那样做会导致 b 比 a 大。
因此找到 a 的 x − 1 位往上的第一个 1，让 b 的这个位是 0，然
后 b 下面的位就可以随便填了，在满足题目限制的条件下贪心即
可。时间复杂度 O(n)。

可能需要特判的一些情况和一些细节：x 比 a 的位数大、x
是 0、a 是 0、b 可能需要删去前导零。
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生活在树上

对于一棵 n 个点的树，根到树上所有点距离和最小时树的形
态为菊花图，最大时树的形态为链。

以菊花图为初始形态，每次选定非链上的一点不断向链的远
端调整，可以使得根到树上所有点距离和连续增加。

时间复杂度 O(n)。
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生活在树上
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宝石合成

容易发现，贪心的每次将等级最小的两个或者三个（在连续
该等级的宝石只有 3 个时）宝石合成一定不会让结果变差。接下
来只需要模拟这个过程即可。可以采用优先队列维护当前每个宝
石的等级以及该宝石是由哪个区间的宝石合成出来的。

时间复杂度 O(n log n)。
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二分查找

注意到每个位置可能的值是一个连续的区间，只需要在此基
础上找到一个合法的排列即可。此为经典贪心问题，从小到大遍
历每一个值，每次选择当前最小值大于该值且最大值最小的位置
放置该值，出现矛盾则说明无解。

时间复杂度 O(n log n)。
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What if ...?

题目要求的是 A 数组的期望，可以将其转化为计数。x 数组
的所有情况有 nm 种，A 在每个情况下的数字之和除以情况数量，
就是期望。

而在每个情况中 A 数组的数等价于这个分支的进入次数。
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What if ...?

首先可以枚举分支 k，对每个分支计算在所有情况下的进入
次数之和。

对于 Ak，想要在枚举 i 的时候进入这个分支，就需要满足
在 k 分支前面的条件全部不成立，而在 k 分支的条件成立。

对于前面的分支，x 是随机的，而比较符号是确定的，我们
需要让所有条件都不成立。

第十八届“快手杯”北京航空航天大学程序设计竞赛 决赛题目解析



A B C D E F G H I

What if ...?

可以统计 =, <,> 各出现了几次，假设分别为 a, b, c 次，那
么所有情况的进入次数之和为：

ansk × nm =

n∑
i=1

(n − 1)a × ib × (n − i + 1)c × g(k)× nm−k

其中 g(k) 表示满足当前分支的 xk 的数量，由 opk 决定，=, <,>

分别对应 1,n − i, i − 1。
nm−k 表示后面的分支可以任意选择 x，不会影响当前分支

的状态。
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What if ...?

注意当 k = m + 1，即在 else 分支的时候比较特殊，此时不
需要考虑当前和后面的条件，进入次数之和为：

ansk × nm =

n∑
i=1

(n − 1)a × ib × (n − i + 1)c

如果预处理幂次的运算结果，这样我们就得到了一个 O(nm) 的
算法，但是不足以通过此题。
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What if ...?

不难发现，如果把式子在
∑
里面的每一项都展开，可以得

到一个关于 i 的不超过 m 次的多项式。形如：

cmim + cm−1im−1 + · · ·+ c0i0

和
∑
结合，再按每一项拆开，就得到了：

n∑
i=1

cmim + cm−1im−1 + · · ·+ c0i0

= cm

n∑
i=1

im + cm−1

n∑
i=1

im−1 + · · ·+ c0
n∑

i=1

i0
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What if ...?

记 Sl =
n∑

i=1
il，如果我们能对每个 0 ≤ l ≤ m 预处理出 Sl，就

可以直接枚举 l 来计算这个式子了。
计算 Sl 有很多种方法，一种比较简单的可以通过的方法是

递推。一种递推公式为：

Sl =
nl+1

l + 1
− 1

l + 1

l−1∑
i=0

(−1)l−iCi
l+1Si

具体证明不再赘述，可以通过二项式定理展开。
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What if ...?

递推预处理的时间复杂度为 O(m2)。还可以使用拉格朗日差
值等方法更快速地求出 Sl，但瓶颈在于枚举计算答案。

计算答案需要枚举分支和多项式次数，所以计算部分复杂度
为 O(m2)，总复杂度为 O(m2)。
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Rolling Star

首先可以认为每门已修课程的学分均为 1，接下来只需确定
每一学分的成绩。先列出稍后可能用到的 GPA 计算公式：

g(s) = 4− 3(100− s)2
1600

(60 ≤ s ≤ 100)

考虑动态规划。令 f(c, s, g) 表示当前考虑 c 学分，成绩和为
s =

∑c
i=1 si，1600

3 倍的 GPA 和为 g =
∑c

i=1
1600
3 · g(si) 时是否存

在解。枚举下一学分的成绩 sc+1 即可转移：

f(c, s, g) → f(c + 1, s + sc+1, g + 1600 · g(sc+1))
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Rolling Star

注意到 0 ≤ c ≤ n，60c ≤ s ≤ 100c，1600
3 c ≤ g ≤ 6400

3 c，无法
直接保存所有状态。可以先将各维减去偏移量，使得 0 ≤ s ≤ 40c，
0 ≤ g ≤ 1600c。但即便如此最多仍有 48000n3 个状态。

我们有如下结论：对于任意数列 a1, a2, . . . , an，存在其排列
a′1, a′2, . . . , a′n 使得：∣∣∣∣∣

k∑
i=1

a′i −
k
n

n∑
i=1

ai

∣∣∣∣∣ ≤ max
1≤i≤n

ai

对任意 1 ≤ k ≤ n 成立。于是我们可以将 g 的有效值控制在均值
附近，使得该维最多有 3200 个状态。
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Rolling Star

实际上，由于成绩和与 GPA 和是相互制约的，在动态规
划时有效状态数量并不多。利用 Bitset 优化动态规划可以达到
O(40

2·3200·n2

w ) 的复杂度，其中 w = 64。结合 Meet in the middle
可以进一步优化。

第十八届“快手杯”北京航空航天大学程序设计竞赛 决赛题目解析



A B C D E F G H I

请问您今天要来点取模吗？

考虑求 S(m) =
∑m

k=0(((k mod A1) mod A2) · · · ) mod An，答
案即为 S(R)− S(L − 1)。

令 A0 = ∞，对于 0 ≤ i ≤ n，按区间维护 [0,m] 对 Ai 取模
后的情况。具体来说，最开始仅有区间 [0,m]。在对某个 A1 取模
后，[0,m] 先分裂为 [0,A1 − 1], [A1, 2A1 − 1], . . . , [kA1,m]，在模
意义下成为 ⌊ n

A1
⌋ 个区间 [0,A1 − 1]，以及区间 [0,m mod A1]。
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请问您今天要来点取模吗？

对于一次取模，一个区间 [0, r] 会成为若干个 [0,Ai − 1] 与
[0, r mod Ai]，其中 [0,Ai − 1] 可以合并，于是一次取模最多增加
一个区间。

对于一个区间 [0, r]，对其有影响的取模最多 O(log r) 次。
利用数据结构维护区间信息，时间复杂度 O(n log2 R)。

第十八届“快手杯”北京航空航天大学程序设计竞赛 决赛题目解析


	A
	B
	C
	D
	E
	F
	G
	H
	I

