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Problem A. 疯狂星期四，V 我 50！
将所有字母转换为小写字母之后，枚举每个串，使用字符串查找函数（比如 C 中的 strstr，C++

中的 find）或者手动找到是否存在这个串即可。若五个串都存在则是 Yes。

时间复杂度 O(|s|)。

Problem B. 最大差值
设一个数的个位为第 1 位，十位为第 2 位，以此类推。

那么若将数字 x 放到 n 位数的第 i 位，对答案的贡献为 x× 10i−1；若放到 m 位数的第 i 位，对答

案的贡献为 −x× 10i−1。因此只需要贪心地将大的数字放到产生贡献大的位置即可。

注意答案中一定不存在退位，故无需实现高精度减法，注意前导零的处理即可。

时间复杂度为 O(n+m)。

Problem C. 小水獭的 Codeforces Rating
本题给出的计分函数

r +

⌈
si − r

4

⌉
无论对 r 还是对 s 都是单调增的，因此某场比赛如果会使小水獭得分下降，那么他一定会参赛。

时间复杂度 O(n)。

一个小彩蛋：本题是 BCPC2021 决赛 A 题的镜像问题。

Problem D. 泽瑞拉
因为数据范围是 1000，所以可以用动态规划来解决。具体来说，dpi,j 表示当前已经触发了 i 次自爆

绵羊的亡语，j 次牛头人的亡语的概率。时间复杂度为 O(n2) 。

当然，如果你数学比较好，也可以这么计算：

每个泥浆怪的概率是等概率的分布在 y 次自爆绵羊之间触发的，恰好在最后一次之后的概率是 1
y+1，

那么总共期望即为 x
y+1。时间复杂度为 O(1) 。

Problem E. 炸金银花
首先判断给定牌组的牌型，然后计算每个不大于当前牌型的牌型中有多少个牌组小于当前牌组即可。

以单牌为例，如果当前牌型为单牌且数值分别为 a, b, c (a > b > c)，小于该牌组的牌组个数为：

[(

a−1∑
i=1

(

i−1∑
j=1

(j − 1))− 1) +

b−1∑
i=1

(i− 1) + (c− 1)]× (m3 −m)

左边中括号中第一项为不考虑花色时 a0 < a 的单牌 (a0, b0, c0) 个数, 第二项为 a0 = a, b0 < b 的个

数, 第三项为 a0 = a, b0 = b, c0 < c 的个数。需要注意去除掉顺子的情况。

右边小括号中是花色的种类数。需要注意去除掉同花的情况。
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其他牌型的情况同理。

利用公式
∑n

i=1 i
2 = n× (n+ 1)× (2n+ 1)/6 和

∑n
i=1 i = n× (n+ 1)/2 即可 O(1) 计算出结果。

Problem F. Toxel 与 Villages: Landcircles
首先说明答案是 (2n− 5)!!，即 1× 3× · · · × (2n− 5)。经过 O(n) 预处理后，可在 O(1) 的时间内回

答每组询问。

设共有 m个额外点，则该树的总度数为 n+3m。又因为总点数为 n+m，可得 n+3m = 2(n+m)−2，

即 m = n− 2。

现在考虑对问题进行一个形式化的定义。对所有 2n− 2 个点，带标号的树，定义两棵树 T, T ′ 等价，

当且仅当存在一个将 T 的节点映射到 T ′ 的节点的一一对应 σ，使得对 ∀i ∈ 1 . . . n，有 σ(i) = i，且 T 中

任意两个节点 u 和 v 相连接，当且仅当 T ′ 中对应的两个节点 σ(u) 和 σ(v) 相连接。求等价类的数量。

对于某棵树 T，与其等价的树的数量至多为 (n− 2)! 种，因为不同的 σ 只有这么多。下面证明每个

等价类的大小恰为 (n − 2)!。当 σ 不为单位排列时，考虑不停地删除 T 中的某个叶子，直到遇到某个

σ(u) ̸= u 的节点 u。u 一定大于 n，其在 T 中度为 3。因此在 T, T ′ 中，u 有两个邻点相同，一个邻点不

同。故 T 一定不等于 T ′。接下来可以简单推出对 T 应用不同的 σ 变换所得的树各不相同。因此每个等

价类的大小恰为 (n− 2)!。

所有 2n−2个点，带标号，且度数满足条件的树可用 Prüfer序列计数。这样的树对应了 n+1 ∼ 2n−2

各出现两次的序列，其数量为 (2n−4)!
(2!)n−2。将其除以 (n− 2)! 即可得出答案。

另一种解法是递推。考虑从 n− 1 的答案转移到 n 的答案，可任选一条边，在边上加一个额外点，再

将 n 连到该额外点上。由于 n− 1 时共有 2n− 5 条边，因此可立即得到结论。这里就不严格证明正确性

了。

Problem G. 小 U 的矩形数量
首先考虑两个矩形包含的情况，相当于在每一维都选择四个点，内部两个给一个矩形，外部两个给另

一个矩形，方案数
(
n
4

)
×
(
m
4

)
。

然后我们发现两个矩形相交的充要条件是，这两个矩形在每一维都相交。

考虑容斥，先选定两个矩形在 x 轴上不相交，然后在 y 轴上的点随便选，方案数
(
n
4

)
×
(
m
2

)
×
(
m
2

)
。

在 y 轴不相交的方案数同理，
(
m
4

)
×

(
n
2

)
×

(
n
2

)
。在两维都不相交的矩形被我们重复计算了，要减去

2×
(
n
4

)
×

(
m
4

)
。

总方案数，
(
n
4

)
×
(
m
2

)
×
(
m
2

)
+
(
m
4

)
×
(
n
2

)
×
(
n
2

)
−
(
n
4

)
×

(
m
4

)
。

时间复杂度为 O(1)。

Problem H. Toxel 与宝可梦对战特训
不妨先将输入从小到大排序，其次将题目中的排列分解为若干长度不小于 2 的环，从环的角度来考

虑问题。结论如下：当 n 为偶数时，所有 i 与 n+ 1− i 配对结合为二元环。n 为奇数时，令 m = n+1
2 ，

则 m− 1,m,m+ 1 配对结合成三元环，其它元素的结合方式与偶数相同。

本题的证明较为复杂，主要思想为调整法。首先可以证明环长不超过 3，考虑证明长度至少为 4 的环

都能拆成更小的环而使答案不劣。对于一个这样的环，考虑其权值最大和最小的元素 amin, amax。分三种
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情况讨论：

• 若环的结构为 min → max → p1 → p2 → · · · → px → min，即最大值为最小值的后继，那么将环拆
成 min → max → min 和 p1 → · · · → px → p1。考虑后者增加的乘积对，仅有 ap1apx，它显然不大

于 ap1amax。

• 若环的结构为 min → p1 → max → p2 → · · · → px → min，即最小值在环上走两步到最大值，那
么将环拆成 max → p1 → max 和 min → p2 → · · · → px → min。考虑后者增加的乘积对，仅有
aminap2，它显然不大于 amaxap2。

• 若环的结构为 min → p1 → · · · → px → max → px+1 → · · · → py → min，即最小值在环上走至少
三步到最大值，那么将环拆成 min → p1 → · · · → px → max → min 和 px+1 → · · · → py → px+1。

考虑后者增加的乘积对，有 aminamax 和 apx+1apy，它们均不大于 apx+1amax。

接下来还可以证明，至多有一个长度为 3 的环，其它环的长度均为 2。若有两个三元环，不妨设为

p1 → p2 → p3 → p1 和 q1 → q2 → q3 → q1。注意到三元环两两元素均产生贡献，因此我们总可以假定

p, q 均是递增的。那么将其拆成 p1 ↔ p3，q1 ↔ q3，p2 ↔ q2 是不劣的，读者可自行验证。

至此，读者不难自证 n 为偶数时的性质，延续调整法的思路即可。n 为奇数时，可证明三元环的三

个元素相邻是最优的。证明需讨论非常多种情况，这里仅列举一种。不妨设有 p1 < p2 < p3 < p4 < p5 组

成了环 p1 → p3 → p5 → p1 和 p2 ↔ p4，将其替换成 p2 → p3 → p4 → p2，p1 ↔ p5。前者的最大乘积

为 ap3ap5，后者的乘积为 max(ap3ap4 , ap1ap5)，小于等于前者。可以证明，在任何情况下，只要三元环的
元素不相邻，总能找到一种替换方式，使得该环中间属于其它环的元素数量减少，而乘积最大值不变。综

上，n 为奇数的情形也可得证。

时间复杂度 O(n logn)。

Problem I. 烤土豆
最优策略下，每次捞土豆肯定是在某个土豆放下去的时候立刻捞起。即，捞土豆的时间和放土豆的时

间是一样的。

因此可以记 dpi 表示对于前 i 个土豆，最后一次捞土豆是在第 i 个土豆放下去的时刻，这种情况下

最小的自闭度。dp 的转移就是枚举上一次捞土豆的时刻，计算加上这一段土豆的自闭度，然后取最小值。

不妨令 t0 = 0, dp0 = 0，有转移方程：

dpi =
i−1
min
j=0

(dpj + k +
i∑

l=j+1

(ti − tl))

把里面的求和拆出来，可以使用前缀和优化。令 sumi =
i∑

j=0
tj，转移方程转化为：

dpi =
i−1
min
j=0

(dpj + k + (i− j)× ti − (sumi − sumj))

再推一下式子就可以使用斜率优化 dp 的方法求解，复杂度 O(n) 或 O(n logn) 均可以通过。也可以
直接使用李超线段树。
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关于斜率优化 dp 的具体实现，可以参考 OIWiki。

关于李超线段树的具体实现，可以参考 OIWiki。

Problem J. 约会大作战
如果第 i 个男生与第 j 个女生约会，那么男生需要将其魅力值提升到至少 qj，需要的花费为

max(qj − ai, 0)；同理，女生需要的花费为 max(pi − bj , 0)。因此，第 i 个男生与第 j 个女生约会的花

费为 max(qj − ai, 0) + max(pi − bj , 0)。

如果将 n 个男生看作二分图左部的 n 个点，n 个女生看作二分图右部的 n 个点，并在对应的点间连

一条权值为约会花费的边，那么我们需要找到一组完备匹配，使得匹配中每条边的权值和最小。这可以转

化为二分图最大权匹配问题，可以使用 Kuhn-Munkres 算法（可参考 OIWiki）或者用 Dijkstra 增广的费
用流（可参考 OIWiki）解决，时间复杂度均为 O(n3)。但后者的常数较大，可能无法在时间限制内通过。

Problem K. 异或最大值
这里给出两种不同的分治做法：

K.1 最值分治

对于区间 [L,R]，找到区间最大值所在的位置 p，如果有多个最大值则任选一个。那么我们可以统计

对于 l ∈ [L, p], r ∈ [p,R]，有多少个区间 [l, r] 满足条件，然后再分治处理区间 [L, p) 和 (p,R] 即可。

我们可以枚举 [L, p] 和 [p,R] 中长度较小的区间，考虑该区间中每个位置作为端点的贡献，不妨假

设 p − L ≤ R − p，当前枚举到某个 i ∈ [L, p]，那么只需要求满足 j ∈ [p,R] 且 ai ⊕ aj > ap 的 j 的个

数。这可以借助可持久化 Trie 或拆询问后直接用 Trie 解决，设数的值域为 [0, V )，单词询问的复杂度为

O(logV )。

下面来分析这种做法的时间复杂度。实际上，询问的个数为 O(n logn) 级别。考虑原序列的笛卡尔
树，我们每次分治处理的区间对应着笛卡尔树上的一个结点，而枚举长度较小的区间相当于遍历总结点数

较小的子树，这类似于树上启发式合并的过程，每个点只会被遍历（合并）O(logn) 次。也可以用轻重链
剖分的理论来理解，树上每个点被遍历到的次数相当于这个点到根节点路径上轻边的数量，也为 O(logn)
级别。

因此总的复杂度为 O(n logn logV )。

K.2 普通分治

对于区间 [L,R]，令 p = ⌊L+R
2 ⌋，我们可以统计对于 l ∈ [L, p], r ∈ (p,R]，有多少个区间 [l, r] 满足条

件，然后再分治处理区间 [L, p] 和 (p,R] 即可。

考虑枚举最大值所在的区间，不妨设为 [L, p]，从大到小枚举 i ∈ [L, p]，对于每个 i，我们找到最大

的 k ∈ (p,R]，使得 max(i, p) ≥ max(p + 1, k)，这里的 max 符号含义与题面中一样，表示区间最大值。
与最值分治相同，只需要求满足 j ∈ (p, k] 且 ai ⊕ aj > max(i, p) 的 j 的个数。显然，k 随着 i 的减小单

调不减，于是只需要用一个指针简单维护。对于最大值在 (p,R] 区间的处理也类似，只要注意两区间的

最大值相等时如何处理避免重复即可。
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这种做法的复杂度同样为 O(n logn logV )。

Problem L. 逃跑路线
首先我们先考虑最简单的长度为 3 的链，如果起点为链的一端，那么我们可以在不改变当前状态的

情况下跳到链的另一端（在第一条边上绕行 k 圈后走到第二个点，再在第二条边绕行 k − 1 圈后走到第

三个点即可）。如果我们将第 i 个点的权值定义为 vali = bi − ai（模 k 意义下），那么我们可以发现第一

个点的权值也可以通过绕行转移到第三个点上。

由此推广可知，如果图为二分图，黑白染色后，相同颜色的点可以视为等价，且权值可以相互转移，

那么可以将任意二分图简化为仅有两个相连的点的图，其中这两个点的权值分别为黑点权值之和和白点

权值之和（模 k 意义下）。如果两点权值相同，则两点都可作为起点，对应到原图则是全图所有点都可作

为起点；如果两点权值相差 1（模 k 意义下），那么仅可以权值较小的点作为起点（特别地，如果两点权

值分别为 0 和 k − 1，那么权值为 k − 1 的点可作为起点），该点对应原图中相同颜色的点都可作为起点；

否则全都无法作为起点。需要特判的是，如果 k = 2，那么无论如何全图都可作为起点。

而对于一般图，全图都可作为起点。类似于二分图上的权值转移，我们也可以在一般图中将所有权值

都转移到一个奇环的一个点上，然后可以通过在这个环上绕行将该点权值变成 0。

时间复杂度 O(n)。

Problem M. 宝可梦与毒瘤 Toxel
有一些特殊情况可以先进行预处理。所有长度为 1 的维可以忽略掉（注意价值中的指数不可改变）。

而如果只有一维长度大于 1，那么答案是 1，因为最终唯一的方案是切成若干 1× 1× · · · × 1 的巧克力块。

下面使用类似 m 的记号表示一个 D 维向量。ni 表示各维的最大长度（同题面）。

现在考虑至少有 2 维长度大于 1 的情况，有递推式：

f(m) =
∑

1≤m′
1<m1,...,1≤m′

D<mD

f(m′)f(m−m′)×
∏

Values of removed chocolates

其中，被分配出去的巧克力的价值之积可以这样计算。因为每个巧克力块的价值是一个乘积，愉悦度

也是一个乘积，所以可以把每个维度的价值分别计算再乘起来即可。这里不妨先一起计算 “左下” 和 “右
上” 角巧克力的价值，那么 m′

i 和 mi −m′
i 在 2D 个巧克力块中各出现了一半，即 2D−1 次。再除以两个

保留下来的巧克力的价值，可得：

D∏
i=1

(
m′

i(mi −m′
i)
)i(2D−1−1)

令 N =
∏D

i=1 ni，这样就得到了一个 O(N2) 的算法，不能通过本题。

考虑对某个 m 的计算，需要考虑其所有长度大于 1 的维，枚举在这些维上如何切分。因此，不妨枚

举一些维长度大于 1，另一些维则固定是 1，使用某些方法加速计算出这类巧克力块的答案。这些巧克力

块切分成的巧克力块，要么长度大于 1 的维相同，要么这样的维是一个子集。因此按照压位表示从小到

大枚举计算即可。

现在考虑如何加速计算，对多项式熟悉的同学很容易看出这是一个多维幂级数的在

线卷积。这里不妨还是忽略所枚举的那些固定为 1 的维。那么所有参与计算的下标是
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1 ≤ m′

1 ≤ m1, 1 ≤ m′
2 ≤ m2, . . . , 1 ≤ m′

D ≤ mD。这里，下标从 1 开始不方便多项式计算（事实

上，还会影响复杂度，读者可以在读完后文后自行思考），因此这里统一把所有下标减 1，转移式要相应

地改成：

f(m) =
∑

0≤m′
1<m1−1,...,0≤m′

D<mD−1

f(m′)f(m−m′ − 1)×
∏

Values of removed chocolates

即需要偏移一个向量 1。

接下来依次简单介绍多维幂级数的离线卷积、半在线卷积、在线卷积。离线卷积即参与运算的两

个幂级数的值均不依赖卷积的结果，也就是普通的幂级数乘法。对于离线卷积，可将向量 m 编码成

⟨n1, n2, . . . , nD⟩ 进制数，即 M = m1 + m2 · n1 + · · · + mD · n1 . . . nD−1。对于向量 m，定义占位函

数 χ(m) = ⌊Mn1
⌋ + ⌊ M

n1n2
⌋ + · · · + ⌊ M

n1n2...nD−1
⌋。将两个下标在 ⟨n1, n2, . . . , nD⟩ 进制下相加时，必须不

产生进位时才能产生贡献。而读者可以自行思考发现 χ(M1) + χ(M2) − χ(M1 + M2) 衡量了 M1 + M2

时产生进位的次数。显然，这个值取值范围为 0 ∼ D − 1。回顾子集卷积的做法，可以定义某多维幂级

数 f 的占位幂级数 f̃ =
∑

i fix
itχ(i)。要求 f(x)g(x) mod (xn1

1 , . . . , xnD
D ) 时，即可计算二维幂级数的乘积

h(x, t) = f̃(x, t)g̃(x, t) mod (tD − 1)，显然答案多项式的第 M 项即为 [xM tχ(M)]h(x, t)，其它项因不符合

进位规则而不产生贡献。这一卷积的复杂度为 O(ND logN)。

下面考虑多维幂级数的半在线卷积，即参与运算的两个幂级数中，有一个的值依赖卷积结果。注意

到 ⟨n1, n2, . . . , nD⟩ 进制很自然地赋予了一个半在线卷积的计算顺序，可以使用普通的半在线卷积计算方
式，时间复杂度为 O(ND log2N)。但是，本题要求比它更优的复杂度（常数小也有可能通过）。考虑每

次不是分为左右两个区间，而是分为 k 段区间。注意到每个区间内部 DFT（注意在多维幂级数中是二
维 DFT，即两维依次进行 DFT）或 IDFT 只用进行一次，因此每层的复杂度仍为 O(ND logN)。在做

卷积时，总共有 O(k2) 对区间需要相乘产生贡献，时间复杂度为 O(NDk)。显然取 k = logN 时达到最
优复杂度，每层的复杂度仍为 O(ND logN)。但是这样每层可以划分为 logN 个子区间，递归的层数为
loglogN N = logN

log logN，因此总复杂度为 O(ND log2 N
log logN )。

在线卷积即参与运算的两个幂级数的值均依赖卷积结果，这也是本题卷积的模式。与半在线卷积同

理，多维幂级数的在线卷积与普通幂级数并无差别。假设当前要求 0 ∼ N 的在线卷积，令 N ′ = ⌊N2 ⌋，先
求出 0 ∼ N ′ 的在线卷积，再将 N ′ +1 ∼ N 看做半在线卷积中依赖卷积结果的部分，0 ∼ N ′ 看做半在线

卷积中不依赖卷积结果的部分，即可使用半在线卷积算法求解。复杂度显然仍为 O(ND log2 N
log logN )。

使用上述算法仍不足以通过本题。注意到需要枚举 2D 个子集进行计算，因此总复杂度是

Õ((n1+1) . . . (nD+1))，无法通过。注意到仍有可以优化的空间。考虑某个向量m，若其某一维为 1，则它

只会给后面的向量做贡献。同理，若其某一维为 ni，则它只会被更新而不会给别的向量做贡献。如果二者

都有，则它不应参与本次枚举的计算。显然，本轮枚举实际参与计算的元素数量是 O((n1−1) . . . (nD−1))

的。这里，不妨先不考虑所有某一维到达上界的元素，先对其它元素进行在线卷积，完成对其它元素的答

案的计算。随后，将其它元素进行离线卷积，即可计算出所有某一维达到上界的元素的答案。

总时间复杂度为 O(ND log2 N
log logN )。

以上提到的多项式科技，可参见国家集训队 2021 论文集李白天《信息学竞赛中的生成函数计算理论
框架》。

第 6 页，共 6 页


	最值分治
	普通分治

