
第十六届 “商汤杯” 北京航空航天大学程序设计竞赛决赛
北京航空航天大学, 2021 年 12 月 12 日

Problem A. ⳤগюф Codeforces
签到题。

• n = 1 时，只有唯一一种打比赛的方案。

• n > 1 时，考虑当前 rating 最高的账号，所有能涨分的比赛都用这个账号打，其它比赛用其它账号
打即可。

时间复杂度 O(n)。

Problem B. Serval Ⲻ元素ઞᵕ㺞
一个显然的做法是递推。为了表述方便，设给出单词为 S。

考虑 fi 表示 S[1 . . . i] 是否可以被拼出来。注意到元素符号长度不超过 2，因此只需检查 Si 和

S[i− 1 . . . i] 是否为元素符号，结合 fi−2 与 fi−1 推出 fi 即可。

边界条件 f0 = true，时间复杂度 O(|S|)。

Problem C. Popcount Game
令 Si 为所有二进制中有 i 个 1 的数的集合，即 Si = {x | popcount(x) = i}。对于给定的 n，我们记：

• f(i) 表示当前数属于 Si 去除最大值的集合时，先手的胜负状态（先手必胜为 1，必败为 0，可以证

明这个集合中所有数的胜负状态是相同的）。方便起见，如果去除最大值的集合为空集，则我们假

定此时先手必胜；

• g(i) 表示当前数为 Si 中的最大值时，先手的胜负状态（先手必胜为 1，必败为 0）。

2n − 1 是唯一的结束状态，因此 f(n) = 1, g(n) = 0。当 0 ≤ i < n 时，有：

• g(i) = 1，当且仅当 f(i+ 1) = 0 或 g(i+ 1) = 0；

• f(i) = 1，当且仅当 g(i) = 0 或 f(i+ 1) = 0 或 g(i+ 1) = 0。

初始状态的先手胜负状态即为 g(0)。通过计算可以发现，当 n− i 为奇数时，有 f(i) = g(i) = 1；当

n− i 为偶数时，有 f(i) = 1, g(i) = 0。即是说，n 为奇数时先手必胜，n 为偶数时先手必败。

时间复杂度 O(1)。

Problem D. уࣞᮦ㓺
对于 n ≥ 7，可以发现 a0 = n− 4, a1 = 2, a2 = 1, an−4 = 1, 其他为 0 是一组可行解。n < 7 的情况

可以暴力搜。结论是 n ≤ 3 或 n = 6 时无解。

这一结论，既可以通过打表观察得到，也可以推理得出。容易证明 0 ≤ ai ≤ n − 1，以及∑n−1
i=0 ai =

∑n−1
i=0 iai = n。当 n 充分大时，从

∑n−1
i=0 iai = n 可知非零的 ai 只有 O(

√
n) 级别，因此

a0 是 n − O(
√
n) 级别。显然 aa0 只能等于 1，因为不可能有第二种数有 a0 那么多个了。因此 a1 ≥ 1，

但是 a1 不能等于 1，因为这会导致 cnt1 ≥ 2，矛盾。不妨设 a1 = 2 及 a2 = 1，答案就出来了。
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单组数据时间复杂度 O(n)。

Problem E. ᴶ੄Ⲻ䖱䈣
简要题意：给两个串 s, t，问 t 能否由若干个 s 的前缀拼接而成。

记 s, t 的长度分别为 n,m，字符串下标从 0 开始。

将 s, t 连接起来，使用 KMP 算法求出其前缀函数，记为 π。t 能由若干个 s 的前缀拼接而成当且仅

当对于 ∀i ∈ [n, n+m)，都有 πi > 0。证明如下：

• 若存在 πi = 0，由前缀函数的定义可以得知，串 t[0 . . . i− n] 的所有后缀均不是串 s 的前缀，因此

无法用 s 的前缀拼接出 t[0 . . . i− n]，也就无法拼接出 t。

• 若对于 ∀i ∈ [n, n+m)，都有 πi > 0。从后往前考虑，设当前考虑到了 t 中的第 j 位（从第 m− 1

位开始），对应的前缀函数为 πj+n，那么串 t[j − πj+n + 1 . . . j] 是 s 的前缀。接下来只需要考虑

j := j − πj+n。因为前缀函数均为正数，j 是单调递减的，t 中的每一位都会出现在 s 的前缀中。由

此我们得到了一种将 s 的前缀拼接成 t 的方法。

时间复杂度 O(n+m)。

Problem F. 冊⌋ቇྩ㧡গⲺ䈔⭕
简单起见，我们记给出的 2n 阶排列为 A1, . . . , A2n，记交换后的排列为 Ap1 , . . . , Ap2n。对于某个排

列 p，最少交换次数为 p 的逆序数 τ(p)。

我们有如下引理：

引理 存在一种交换次数最小的方案，使得对于任意 1 ≤ i ≤ 2n，有 |pi − i| ≤ 1。

证 首先在 2i− 1和 2i连边，假设某次交换了 2i和 2i+1 ，那么我们将 2i和 2i+1 连边，显然不同

连通块之间不会相互影响，不难发现每个连通块的点数一定是偶数，那么对于一个连通块，如果它有 2x

个点，那么至少需要进行 x− 1 次操作，而对于这个连通块，我们如果直接交换其中每对元素，那么需要

x 次，即一个连通块至多操作 x 次，否则我们可以直接交换每一对元素。如果整个连通块共进行了 x 次

操作，那么对于当前连通块，我们就可以将它的方案转换为交换每对元素，此时所有交换没有交集。如果

整个连通块共进行了 x− 1 次操作，那么每次操作一定是交换每对相邻元素相邻的两个点，该操作也没有

交集。那么不难存在一种最小交换次数的方案，使得数列中的任意一个位置至多会被交换一次。假设有位

置交换了两次，那么两次操作必然存在交集，与上文矛盾。因此 pi 只有可能是 i, i− 1, i+ 1 ，引理得证。

引理说明，存在一种交换次数最小的方案，只包含不动连续段和相邻交换连续段。我们需要求出在这

种情况下交换次数最小是多少。

方便起见，我们称 A2k−1 与 A2k 为一对 .元 .素 .对。

考虑以元素对为单位动态规划。对于元素对 A2k−1, A2k 以及与之相关的交换，只要交换方案确定，元

素对就对应地给出了限制条件，共有五种情况：

• 元素对未交换。

这要求 A2k−1 < A2k。
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• 交换 A2k−1, A2k。

这是元素对内的交换，要求 A2k < A2k−1。

• 交换 A2k−2, A2k−1。

这是左相邻元素对之间的交换，要求 A2k−2 < A2k。

• 交换 A2k, A2k+1。

这是右相邻元素对之间的交换，要求 A2k−1 < A2k+1。

• 交换 A2k−2, A2k−1 以及 A2k, A2k+1。

这是左右相邻元素对之间的交换，要求 A2k−2 < A2k+1。

前两种情况中，元素对之间是独立的；后三种情况中，相邻元素对之间是相关的。设 fi,j 表示考虑完

前 i 对元素对，第 i 与 i+ 1 对元素对之间独立（j = 0）或是相关（j = 1）时，前 i 对元素对内的最小

交换次数。分类讨论可得状态转移方程：

fk,0 = min


fk−1,0, A2k−1 < A2k

fk−1,0 + 1, A2k < A2k−1

fk−1,1 + 1, A2k−2 < A2k

fk,1 = min

fk−1,0, A2k−1 < A2k+1

fk−1,1 + 1, A2k−2 < A2k+1

从上至下依次对应前述的五种情况。边界条件为 f0,0 = 0, f0,1 = +∞，fn,0 即为所求的最小交换次

数。

时间复杂度 O(n)。

Problem G. Serval Ⲻᮦ学䈴ุ
先求出不除去区间最大值与最小值的情况下每个数对答案的贡献系数，再减去每个数作为最大值或

最小值的贡献系数。

每个数作为最大值或最小值的区间是一个区间，可以用单调栈求出。对于位置 p，[lmaxp, rmaxp] 表

示其所有包含 p 的子区间均以 Ap 为最大值，[lminp, rminp] 同理。

因此答案为：
n∑

p=1

(f(1, n, p)− f(lmaxp, rmaxp, p)− f(lminp, rminp, p))Ap

其中 f(l, r, p) 的含义是：

f(l, r, p) =

p∑
i=l

r∑
j=p

[j − i ≥ 2]

j − i− 1

答案括号中 3 项分别代表了不除去区间最大值与最小值的情况下 Ap 对答案的贡献系数、Ap 作为最

大值的贡献系数、Ap 作为最小值的贡献系数。
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显然有 lmaxp ≤ p ≤ rmaxp 且 lminp ≤ p ≤ rminp，因此我们限制 f(l, r, p) 的参数满足 l ≤ p ≤ r。

在正式计算 f(l, r, p) 之前，先定义辅助函数 g(m)：

g(m) =

m∑
i=1

m− i+ 1

i

注意到 g(m) 可改写为下式：

g(m− 2) =

m∑
i=1

m∑
j=i

[j − i ≥ 2]

j − i− 1
=

l+m−1∑
i=l

l+m−1∑
j=i

[j − i ≥ 2]

j − i− 1

也即有：

g(r − l − 1) =

r∑
i=l

r∑
j=i

[j − i ≥ 2]

j − i− 1

考虑 f(l, r, p) 如何计算，依容斥原理可得：

f(l, r, p) =

p∑
i=l

r∑
j=p

[j − i ≥ 2]

j − i− 1

=

 r∑
i=l

r∑
j=l

−
r∑

i=l

p−1∑
j=l

−
r∑

i=p+1

r∑
j=l

+
r∑

i=p+1

p−1∑
j=l

 [j − i ≥ 2]

j − i− 1

注意到只有当条件 j − i ≥ 2 成立时，对应项才对 f(l, r, p) 有贡献。利用 l ≤ p ≤ r，简单限制求和

的上下限可得：

f(l, r, p) =

 r∑
i=l

r∑
j=l

−
r∑

i=l

p−1∑
j=l

−
r∑

i=p+1

r∑
j=l

+

r∑
i=p+1

p−1∑
j=l

 [j − i ≥ 2]

j − i− 1

=

 r∑
i=l

r∑
j=l

−
p−1∑
i=l

p−1∑
j=l

−
r∑

i=p+1

r∑
j=p+1

 [j − i ≥ 2]

j − i− 1

=

 r∑
i=l

r∑
j=i

−
p−1∑
i=l

p−1∑
j=i

−
r∑

i=p+1

r∑
j=i

 [j − i ≥ 2]

j − i− 1

将上式与 g(r − l − 1) 对应的和式比较，显见上式即为：

f(l, r, p) = g(r − l − 1)− g(p− l − 2)− g(r − p− 2)

考虑 g(m) 的计算：

g(m) =

m∑
i=1

m− i+ 1

i

=
m∑
i=1

m+ 1

i
− 1

= −m+ (m+ 1)
m∑
i=1

1

i

通过预处理 1
i 的前缀和即可快速计算 g(m)。
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需要注意有多个数相等时的处理。时间复杂度 O(n)。

Problem H. 㧡গф䱵᣿ᗭ大䱼
将圆之间的包含关系定义为一个偏序，显然这个偏序关系构成了一个森林，即每个圆被其祖先包含

且不被其它点包含。按半径排序将所有圆排序后，即可 O(n2) 建出森林，需要注意完全重合的圆。

注意到莫卡对每个圆最多释放一次反转魔法，因为更多次释放只会相互抵消影响。考虑使用树上背

包解决这一问题。设 dpu,i,0/1 表示点 u 及其子树选择 i 个节点反转时的最大受诅咒面积/未受诅咒面积。
采用树上背包的方式更新 dp 并计算答案。假设当前 dpu 已经计算了 u 的一些子树，考虑加入一棵新子

树 v，转移方式比较简单，如下：

dp′u,i+j,0 ← max(dp′u,i+j,0, dpu,i,0 + dpv,j,0)

dp′u,i+j,1 ← max(dp′u,i+j,0, dpu,i,1 + dpv,j,1)

还需要考虑 u 是否释放反转魔法，分别考虑这两种情况，并记 Au 表示圆 u 去除它包含的其它圆的

剩余面积，有：

dp′u,i,0 ← Au + dpu,i,0

dp′u,i+1,0 ← max(dp′u,i+1,0, dpu,i,1)

dp′u,i,1 ← dpu,i,1

dp′u,i+1,1 ← max(dp′u,i+1,1, Au + dpu,i,0)

注意到该森林可能由多棵树组成。此时添加一个虚拟树根，将所有真实树根作为儿子即可。易知

dproot,i,1 表示释放 i 次魔法时最大的未受诅咒面积，等价于圆的总面积减去最小的受诅咒面积，与 k

比较即可得出答案。

背包时 i, j 显然分别小于等于 szu, szv，可以证明加入这样的上界优化后，树上背包的时间复杂度为
O(n2)。

Problem I. ⳤগюф PCPC 䳼䇣䱕
由于 xi = (axi−1 + b) mod p，因此存在一个整数 ki，使得 axi−1 + b − xi = kip。换句话说，

p | (axi−1 + b − xi)。那么，p | gcdn
i=2(axi−1 + b − xi)。除此之外，还需要满足 axi−1 + b − xi ≥ 0，

以及 p > a, b, xi，否则不满足取模的定义。即，p 必须满足 max(a, b, x1, . . . , xn) < p ≤ c。记这个区间为

[l, r]。

若 gcd 不为 0，即 axi−1 + b− xi 不全为 0，需要求出它的所有因数。显然 gcd 最大可达 1012 级别，

若枚举所有小于根号的数试除，复杂度过高。因此需要枚举根号内的所有质数，将 gcd 质因数分解，再
使用 dfs 生成出所有约数。需要注意检查约数是否在 [l, r] 间。

若 gcd 为 0，即所有 axi−1 + b − xi 全为 0，相当于要求区间 [l, r] 内所有整数的异或和。这里需要

注意特判 l > r 的情况。它相当于 [0, r] 和 [0, l − 1] 内所有整数的异或和的异或和。有
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r⊕
i=0

i =



r (r ≡ 0 (mod 4))

1 (r ≡ 1 (mod 4))

r + 1 (r ≡ 2 (mod 4))

0 (r ≡ 3 (mod 4))

单组数据时间复杂度 O( gcd
log gcd + d(gcd))。其中 d 是约数个数函数。查表可知 1012 内的约数个数至

多为 6720，可以接受。
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