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Problem Tutorial: “Yes, Prime Minister”
显然 r > 0, r ≥ l，如果 l ≤ 0，此时 [l, r] 区间和 = [−l + 1, r] 的区间和，且 r ≥ −l + 1 > 0。

故对于任意一个区间，都可以找到一个对应的 r ≥ l > 0 的区间与之对应，区间和相同。

对于下式

r∑
i=l

i =
(l + r)(r − l + 1)

2

当 l > 0 时，若 r − l ≥ 2，则 l+r
2 和

r−l+1
2 之中必有一个是大于 1 的整数。区间和必然能被拆分成两个因数的乘

积。所以这样的满足和为素数的区间长度必然不长于 2。

预处理出比 [2, 2× 107] 略大范围内的质数，埃氏筛或者线筛均可。

如果 x ≤ 0，则候选答案为：

• 最小的 y(y ≥ 1− x)，满足 y 是质数，区间为 [−y + 1, y]。

• 最小的 z(z ≥ 2− x)，满足 2z − 1 是质数，区间为 [−z + 2, z]。

如果 x > 0，则候选答案为：

• [x, x]。

• [x, x+ 1]。

• [x− 1, x]。

• 最小的 y(y ≥ x)，满足 y 是质数，区间为 [−y + 1, y]。

• 最小的 z(z ≥ x)，满足 2z − 1 是质数，区间为 [−z + 2, z]。

二分查找即可，时间复杂度为 O(T log(|x|) + |x|)。

Problem Tutorial: “Might and Magic”
答案等于对手生命无限时所能造成的最大伤害。注意到存活轮数 t = ⌈ H0

Damage⌉，可以整除分块以 O(
√
H0) 复杂度

枚举 t 和所需付出的防御力 D0。

接下来有结论，要么全点 A0，要么全点 P0,K0。证明如下：

固定进行物攻和魔攻的次数 a, b(a+ b = t)，如果 K0 不足视为跳过回合，假设物/法加点为 x 点，则：

物伤函数 P (x) =

aCp x <= D1

aCp(x−D1) x > D1

是一个下凸函数。

法伤函数 M(x) =

Cm(x− ⌊x2 ⌋)⌊
x
2 ⌋ 2x <= b

Cm(x− b)b 2x > b
也是一个下凸函数。

所以总伤函数 F (x) = P (x) +M(N −D0 − x) 关于物理加点 x 也是一个下凸函数。故最大值必然至少在两端点之
一处可以取到。

全加物理的情况全加 A0 即可。

全加法术的情况需要对 D(K0) = CmK0(N −D0 −K0) + Cp(t−K0)(0 ≤ K0 ≤ min(t,N −D0)) 求一下最值。

时间复杂度 O(T
√
H0)
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Problem Tutorial: “0 tree”
考虑将边权全部转化成点权，令点权 bi =

∑
e=⟨i,v⟩ be。称 ai 为异或点权，为 bi 为求和点权。可以看出，原图点权

边权全部归零等价于异或点权和求和点权全部归零。

当执行操作x y w，可以发现路径除了端点的点权 ax, ay, bx, by，其他的点权均不变。

当 dis(x, y) 为偶数，则操作等价于：

ax ← ax
⊕

w; ay ← ay
⊕

w; bx ← bx + w; by ← by − w

当 dis(x, y) 为奇数，则操作等价于：

ax ← ax
⊕

w; ay ← ay
⊕

w; bx ← bx + w; by ← by + w

首先进行 01 染色，无解的条件如下所述（满足任意一条即无解）：

•
⊕

coli=0 ai ̸=
⊕

coli=1 ai。

• ai, bi 奇偶性不同。因为操作过程中 ai, bi 奇偶性是同步变化的。

•
⊕

coli=k ai > −
∑

coli=k bi。发现同色点之间的操作对点权和无影响，所以异色点操作必须能将两个点权和全
部归零。考虑到若干个数的和一定大于等于其异或和，可得到该条件。。

首先将点权和全部归零，记同一颜色异或点权异或和为 A，求和点权和为 B(A ≤ −B)，则可以通过选择两异色点，
执行 w = A,−(A+B)/2,−(A+B)/2 操作得到。

对任意两个同色点 x, y，我们可以执行两次 x y v 操作，效果是，在不改变 ai 的情况下，对任意两个同色点执行:

b[x]+=2*v; b[y]-=2*v;

我们还可以执行两次 x y v 操作，之后再执行一次 y x 2v 操作，效果是，在不改变 bi 的情况下，对任意两个同色
点执行:

a[x]^=2*v; a[y]^=2*v;

先将两个点权之一暴力归零，然后选取以上方法之一将另外的归零即可。根据方法总次数不超过 3n 或 4n。

时空复杂度 O(n).

Problem Tutorial: “Decomposition”
考虑形如下面左图构造的一个简单环。构造方法是从中心点出发，将剩余点分为左上、右下两部分，交错地将当前
点与两部分的点连边，最后回到中心点。可以证明这种构造通过不断旋转 2π · 2

n−1 弧度可以得到
n−1
2 个不同的环

（如中图、右图所示），且这些环恰好经过完全图所有边各一次（1）。将这些环按照旋转顺序拼接起来即可得到完全
图的一条欧拉回路，可以证明这条欧拉回路任意连续 n− 2 个点都两两不重复（2）。故直接将这条欧拉回路按照题
意要求顺序切分为若干路径即可。

证明（1）思路：首先易见中心点和其他点间的边都被访问过。其次如果把其他点的编号视为 (mod n− 1) 剩余系
的元素并按顺时针顺序标号的话，每个简单环其他点的边的顶点编号差恰好是 +1,−2,+3,−4, . . . ,+(n− 2)，同余
意义下恰是 ±1,±2, . . . ,±n−1

2 − 1, n−1
2 ，即遍历了所有可能的编号差。分析可知各种旋转会使得每一种编号差绝

对值的起点取遍 0, 1, . . . , n− 1，故这种构造不会经过重复边，会恰好经过完全图所有边各一次。

证明（2）思路：中心点每两次出现距离均为 n，其他点仿照上图分析可知每两次出现距离不小于 n− 1

评论：这种思路还可以用来构造将完全图划分为若干个哈密尔顿路、完美匹配等。
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Figure 1: 构造示意图

Problem Tutorial: “Median”
显然 b1, b2, · · · , bm 这 m 个数要放在 m 个不同的集合中，剩下的 n −m 个数字要放到这 m 个集合里且不影响每
个集合的中位数。使用一个例子以方便说明：假设 n = 6,m = 2, b1 = 3, b2 = 5，那么 1, 2, · · · , n 这些数会被 b 分
成 1, 2、4、6 这三段，且任意两段中的任意一对数字可以配对消掉。所以最后剩下的所有数字一定是同一段内的。
因此讨论两种情况：

• 如果长度最大的段的数字个数不大于其它段的数字个数之和，那么最终要么全部消掉，要么剩下一个，且剩
下的这个数可以在任何一段内。如果会剩下，不妨将最后一段的数字剩下一个，此时再把最后一段的数字放
到中位数最小的集合中即可满足题意，所以答案为 YES。

• 如果长度最大的段的数字个数大于其它段的数字个数之和，那么最终剩下的所有数字都在最大的这段内。设
中位数小于这一段的最小值的集合的个数为 x，容易发现当且仅当 x 不小于这一段剩下的数字个数时有解。

时间复杂度 O(n)。

Problem Tutorial: “The Struggle”
此题算法复杂度为 O(n logn), n = max(x,y)∈E max(x, y)。考虑使用集合对称差卷积的方法进行计算。我们考虑集
合对称差卷积，每次只能处理一个 [x× 2n, x× 2n + 2n − 1]× [y × 2n, y × 2n + 2n − 1] 的块。我们就先把所有最大
的全在椭圆内的块处理了，再把次大的块处理了，依次类推⋯⋯

但是这个算法是两个 log 的，还不够快。考虑优化这个算法，方法就是从底向上进行 FWT 的同时，进行到哪一层
就把哪一层需要计算的块处理了。在算出乘积之后不需要急于进行反向的 FWT，而是累加在结果数组上。

此题复杂度分析中有一点是要证明所有块的边长之和是 O(n logn)的，这一事实可以以限制函数为单调函数为条件
证明，而椭圆的边界可以拆分成四个单调函数。证明的思路是证明每个 x 坐标的横坐标块对应的 y 坐标块一定是
常数个加上一些个块，而对于同一大小的块，“加上的块”的总长不能超过 n。由于长度为 logn 种，因此结论成立。

Problem Tutorial: “Power Station of Art”
首先，我们发现操作是可逆的，这就意味着我们从始至终只需要操作第一个图即可。而后我们发现题目中的图必须
每个联通块都满足可以两个图可以相等，整个图才可以相等。
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考虑一个联通块，首先这个联通块在两个图中的数字的 multiset 必须是一样的。而后我们可以发现，题目中的交换
方式可以换个方式理解：将两个节点的数字和颜色都交换，再都翻转。这样的操作和原先的操作结果会是一样的。

这样的情况下，一个数字如果被交换了奇数次，他的颜色就会翻转，如果被交换了偶数次，则不会翻转。而后我们
分情况讨论：

• 图是一个二分图。那么我们把这个图黑白染色，我们发现对于一个数字，如果我们知道这个数字初始的黑白
染色的颜色和节点的颜色，我们把这个数字交换到任何一个位置后，对应的节点的颜色就是已知的了。而且，
由于图是联通的，数字是可以任意排列到所有节点上的。那么这时条件就是将数字按照 (节点颜色 ̂数字颜色)
分成两个可重集合，题目中两个图的这两个可重集合必须是一样的。

• 图不是一个二分图。这时候联通块里会有一个奇环。此时的条件是输入两个图里所有数字的可重集合必须相
同，且颜色个数的奇偶性不能改变。这是由于我们可以把图看成一个二分图加上一些多余的边，我们可以对
于任何一个奇环构造一个方案使得所有的数字不动，且只有两个位置的颜色翻转，不论那两个位置开始颜色
如何。方案就是：对于奇环上的点顺序编号为 1 到 n，先进行 n-1 次操作将 1 上的数字交换到 n 号节点，再
进行一次操作交换 1 号和 n 号节点上的数字，再用 n-2 次操作将 n 号节点上的数字交换到二号节点。

Problem Tutorial: “Command and Conquer: Red Alert 2”
考虑范围为 k 的狙击手，可以攻击的范围是一个正方体。那我们不妨重新陈述一下题面，称狙击手从 (x, y, z) 可以
攻击的范围是所有满足 x ≤ x′ ≤ x+ 2k, y ≤ y′ ≤ y + 2k, z ≤ z′ ≤ z + 2k 的 (x′, y′, z′)。那么我们就会发现：如果
我们的狙击手的某一维度的坐标小于剩余点的那一维度的最小坐标，我们就应该把狙击手移动的那一维度的最小坐
标，因为这样只会让我们能狙击的目标增多。在我们三个维度都是那一维度的最小坐标时，狙击手就必须将三个维
度中某一维度最小坐标的所有敌军都消灭，才能继续移动。这时我们可以贪心的选取所需 k 最小的敌军消灭。复杂
度 O(n logn)。

Problem Tutorial: “Typing Contest”
为避免浮点运算，先将 f 乘以 100，此时 1 号学生的速度计算公式为 1

10000s1 × (10000− f1f2 − f1f3 − · · · − f1fk)，
为方便起见，下述讨论将忽略前面的 1

10000。

学生 1 的速度计算公式可以改写成 s1 × (10000− f1(
∑

i∈S fi − f1))，其中 S 表示选择的学生集合。如果我们可以
将

∑
i∈S fi 固定，那么每个学生的速度也就固定了。所以不妨枚举

∑
i∈S fi = F，那么问题就变成了：每个学生的

重量是 fi，价值是 si × (10000− fi(F − fi)) ，背包总容量是 F 的 01 背包问题。

但是这样做需要将 F 从 1 枚举到
∑n

i=1 fi，这样的运算量是不可接受的，事实上 F 不需要枚举这么多，只需要枚
举到 100

√
n+ 2 即可，证明见下文。所以时间复杂度为 O(5000× n2)。

证明：假设选择了 k 个物品，对于任意一个物品 t，我们有（此处 fi 为初始值乘 100 后的结果）：

st(10000− ft(

k∑
i=1

fi − ft)) > 0

所以有：

ft

k∑
i=1

fi − f2
t < 10000

对于 t = 1, 2, · · · , k 求和得（称下式为式 A)：

(

k∑
i=1

fi)
2 −

k∑
i=1

f2
i < 10000k
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因为：

ft

k∑
i=1

fi − f2
t < 10000

所以有：

f2
t

k∑
i=1

fi − f3
t < 10000ft

对于 t = 1, 2, · · · , k 求和得（称下式为式 B)：

k∑
i=1

f2
i < 10000 +

∑k
i=1 f

3
i∑k

i=1 fi
≤ 20000

联立式 A, B 得：

(

k∑
i=1

fi)
2 <

k∑
i=1

f2
i + 10000k < 10000k + 20000

所以有：

(f1 + f2 + · · ·+ fk) < 100
√
k + 2 ≤ 100

√
n+ 2

Problem Tutorial: “Array”
强烈建议这里画一张 n× n 的方格图，(i, j) 表示子段 A[i�j], 对于所有的最近的两个相同数字 ai = aj，将左下角
为 (i+ 1, i+ 1)，右上角为 (j − 1, j − 1) 的正方形涂成黑色

设 ui = max(j|j < i, aj = ai)，vi = min(j|j > i, aj = ai)，特别地，若 ai 前面没有和它相等的数，则 ui = 0，若
ai 后面没有和它相等的数，则 vi = n+ 1。

现在考虑 B 对应的 U, V 是什么样子，一定有：ub1 = 0；∀i ∈ [1, n − 1], 若 bi < bi+1, 则 vi = bi+1, ubi+1
= i 即

ai = abi+1
。特别地，在上一条规则中若 bi+1 = n+ 1, 则只有 vi = n+ 1，因为 un+1 是未定义的。

除了以上的被 B 钦定好的 U, V 中的位置，其他的位置都可以随意填数，但由于对于 ui ̸= 0，有 ai = aui；对于
vi ̸= n+ 1，有 ai = avi

，因此 ∀i ∈ [1, n], ui < i, vi > i, 且 uvi = i, vui
= i 且 bi > vi。

然后会发现方格图的上半三角形是一条阶梯折线，而 B 数组和阶梯折线是等价一一对应的, 然后被钦定的 u，v 中
的位置相当于折线的横轮廓和竖轮廓部分，这可以帮助你对以上规则有一个形象直观的理解。

充分理解了上面的内容后，问题就转变成，1→ n 中的每个位置有左插槽（数组 U）和右插槽 (数组 V)，我们需要
用一些电线把左右插槽配对 (描述相等关系)，设一个电线配了 i 的左插槽和 j 的右插槽，则程这条电线为 T (i, j)

（ai = aj）。

此外，T (i, j) 必须满足 i < j。0 位置上有无限多个右插槽，n+ 1 位置上有无限多个左插槽，其他位置上各只有一
个左插槽一个右插槽，所有 1→ n 上的插槽必须插满，0 和 n+1 上的插槽无所谓，有些电线已经被钦定了，此外，
T (i, j) 必须满足 cj < i < j,，这里的 C 数组可以通过 B 数组计算得到（C 数组的定义在方格图上比较显然）。

那么维护两个右插槽的集合 A,B, 分别表示必须被插的右插槽集合和插不插无所谓的右插槽集合，一开始 B 内有
无穷个 0，从 1 枚举到 n，若 i 的左插槽未被钦定，则：

• 若 A 为空，在 B 里找一个下标最小的满足 C 数组条件的右插槽和它配对，找不到输出 NO。
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• 否则，若 B 中没有可以和它配对的右插槽，直接在 A 里找下标最小的合适的右插槽配对，否则，设 A,B 中
最小的合适的右插槽下标分别是 x, y，把 x, y 分别从各自集合中删掉，把 max(x, y) 放入 B。

然后，若 i 的右插槽未被钦定，将其加入 A 集合。最后，由于还有无限个 n+ 1 位置的左插槽，看看 A 集合中剩
下的元素是否满足大于 cn+1，如果是的话就说明都能跟 n+ 1 配，就是 YES。以上流程出现找不到候选配对的时
候就是 NO。

时间复杂度 O(n logn)，可以做到 O(n) 但没必要。

Problem Tutorial: “Game”
如果一个点 (i, j) 任意走一步或任意走两步所到达的点都不是特殊点，那么经过简单的分类讨论，(i + 1, j − 1) 的
胜负状态和 (i, j) 是相同的。

特殊点只有 O(n) 个，所以不能规约到 (i + 1, j − 1) 的点也只有 O(n) 个。把这些点全都提出来，然后跑记忆化
搜索即可，普通点就直接按照 (i + j) 往下找到第一个没法规约的点，没法规约的点暴力枚举两种转移，复杂度
O((n+ q) log(n+ q))。

当然了，记忆化搜索常数有点大，使用扫描线能让常数缩小五倍，但是由于 std 写的记忆化搜索，所以时限开得大。
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